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MÉMOIRE 

■* ^ 

SUR DIVERSES INTÉGRALES DÉFINIES. 

Par GEORGES BIDONE. 


Les beaux résultats qu’on ajoute continuellement au 
calcul des intégrales définies, et l’heureux .emploi qu’on 
en fait pour la solution de plusieurs questions intéres¬ 
santes , montrent quelle importance on doit attacher à 
l’avancement de cette nouvelle branche d’analyse. Telle 
est à la vérité la nature de ce genre de recherches f 
quelles exigent le travail de Géomètres qui, de même 
qu’EüLER qui en a jeté les premiers fondemens. réu¬ 
nissent a 1 instant toutes les ressources que lanalyse 
peut fournir dans son ensemble. Cest ce qui se pré¬ 
sente à l’esprit en lisant les beaux Mémoires qu ont 
publiés sur cette matière les célèbres MM. rs Laplace, 
Legendre et Foisson. 
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Mais en admirant la supériorité des moyens que ces 
grands Géomètres ont employés dans ces recherches, 
on voit qu’ils tiennent souvent à des ^considérations et 
a des procédés trop éloignés , peut-être , de ceux sur 
lesquels repose l’intégration des fonctions à une seule 
Variable , et auxquels il est naturel de penser que doit 
en dernier résultat se rapporter la recherche des va¬ 
leurs des iutégraies définies. C’est ce qui fait regarder 
cette recherche comme une partie isolée du calcul in¬ 
tégral , avec lequel elle ne paraît pas encore être coor¬ 
donnée d’une manière directe, par la diversité des pro¬ 
cédés qu’elle semble demander dans chaque cas parti¬ 
culier. On a cependant lieu de croire qu’il en sera de 
cette branche d’analyse, comme des autres, qui se sim¬ 
plifient en s’étendant , et prennent en se perfectionnant 
la place quelles doivent naturellement occuper dans les 
diverses parties de la science. 

Ce sont ces réflexions qui m’ont porté à présenter à 
cet égard quelques vues, qui paraissent également propret 
à ramener ce genre de recherches aux procédés ordinaires 
du calcul intégral, et à faciliter l’intelligence de ce qu’on 
a fait sur cet objet, ainsi qu’à faire Voir de nouveaux 
rapports, souvent asses remarquables. 

Ce Mémoire est divisé eu trois articles : Dans le pre¬ 
mier je commence par l’intégration des différentielles 

flx. sin.# «br.eos.# • j * - ,, 

---—, -——, prise depuis *r=o jusqu a ar=oOi n 

étant <; 2 dans la première de ces différentielles, et 


V 
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ne pouvant surpasser l’unité dans la seconde. Le pro¬ 
cédé qui m’a paru le plus simple , et qui n’est fondé 
que sur le développement des fonctions en séries , est 
celui que Mascheroni a publié dans son excellent ouvrage 
intitulé Adnotationes ad Calculum inlegralem Euleri , 
imprimé à Pavie en 1790,* Ouvrage qui donne une 
haute idée de la sagacité de cet illustre Géomètre , et 
de ce qu’il aurait encore pu faire pour le progrès de 
l’analyse, et où îl s’est occupé presqu’exclusivement 
d’un grand nombre d’intégrales définies, sur lesquelles 
on ne connaissait pas encore dans ce tems-là les re¬ 
cherches d’EuLER. 

Après avoir exposé ce procédé, j’examine les modi¬ 
fications que prennent les intégrales, lorsque ces dif- 

férentielles sont n résulte du ca i cul 

X n X n 

direct, que l’intégrale prise depuis x=o 

jusqu’à x = CO n’est point indépendante de r, ainsi quelle 
le paraît au premier abord. Par cette propriété singu¬ 
lière on a entre ces limites ce théorème remarquable 

-i----=log.r — log.r j 

Je passe ensuite au cas où l’pxposant n dans les dif¬ 
férentielles précédentes est un nombre quelconque, et 
je donne tous les termes qui composent ces intégrales 
définies ; Ce qui offre l’avantage de faire connaître leur 
ordre d’infini , ainsi que leurs rapports et différences. 
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qui souvent peuvent être des quantités finies. Ces pré¬ 
liminaires posés, je passe aux intégrales , 

J'ixjc.os.rx t où il y a ceci de remarquable , que la pre¬ 
mière , lorsque n est un nombre entier > i et «^ m +1 # 
est toujours exprimée en termes finis par les logari¬ 
thmes ou par la circonférence du cercle. L’intégrale 
définie est encore donnée ici avec tous scs termes , 
quelle que soit n. 


Je considère également les intégrales 


f— 


■cos.a:. 


qui sont exprimées dans certains cas sous forme finie 
par les logarithmes ou par la circonférence du cercle. 

Cet article est terminé par l’intégrale / 6> déve- 

J x n 

loppée avec le même procédé, dont M.' Mascheroni s’est 
servi pour intègre^ L’intégrale^;... aeJ t , prise 

, . . ,, «.a f*dx.cos.ax 

depuis x == o jusqu a cc=co , a, de meme que/ —-—• 

la propriété de n’être point indépendante de a , et l'on 
a dans ces limites 

/ ÙOli —-^=log.a— log.a'. 



Dans le 



dx.zos.ra; 
m a ~h oc* * 


second article je considère l’intégrale 
que M. r Laplace a donnée le premier. 


Cette intégrale se refuse aux méthodes exposées dans 
l’article précédent ; Mais par un double développement 
dû à un changement d’ordre dans les limites, elle est 


ramenée directement aux intégrales connues 

r d x J x 

J ; et le P rocëdë met en évidence la forma¬ 


tion des coëfficiens numériques qui affectent la valeur 
de ces intégrales. La même méthode est ensuite appli¬ 
quée à divers autres exemples tirés des Mémoires de 
MM.- Laplace, Legendre et Poisson. En la généralisant 
je 1 applique à la recherche des valeurs d’autres intégrales, 


telles que 


/ J*Mn.rx r dx.cos.rx rdx.An.rx 

x-+m 'J x -t-m 'J • etc. , les 


expressions qui en résultent, peuvent donner quelques 
idées sur la nature de ces transcendantes. 

Dans le troisième article je présente les valeurs de 
diverses intégrales définies qu’on obtient par un seul 
développement en série, qui l es donne par l’intégra¬ 
tion immédiate , ou les fait dépendre d’autres intégra¬ 
les connues. C’est ainsi que je trouve les intégrales sui¬ 
vantes, entre les limites x=:o l x = oo ; 
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/- 


xdx.tang.rx ___ 


x 2 + m z 

zmr * 

e -ht 

f'xdx.cosèc.zrx 

2 mr 

_ ir-e 

x z -h m 

ynr 5 

e —i 

f'xdx. cot.rx 

T 

x*+ rn % 



Les intégrales qui en dérivent réunies à celles que 


M. r Laplace a déduites de la valeur de 


/ 


dx. cos ,rx 

x*-t-///* * 


étendent considérablement cette partie du calcul des 
intégrales définies. 
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ARTICLE PREMIER. 


C 

I. LJoit n <2 , on aura, en mettant pour sin. x 
«on développement en x , et intégrant 

_X' 2 n n 


y . /" dx. sîl 

e>y- 


x n 2 — n (4-/2) 1.2.3. ( 6 -n ) 1. 2 . 3 . 4 . 5 . 

où la constante est nulle, lorsque l’intégrale commence 
avec x . Maintenant on a en général 


/ dx. sin 


X n 


/ dx. cos.x 


y '* dx, cos.x sin.# Z' 

—-y 


dx. sin.# 


x nJ * 1 ' 

d’où l’on déduit par des substitutions successives 

cos.x «.sin.# 


/ dx. sin.# 


x n X n< *" 1 

n (21 +1 ).cos.# n(n-t- 1 ) (77 •+- 2 ). sîn«r 


x n * 


x n “*^ 


(*) 


n (n -h 1 ) (n + 2 ^.( « -+- «2 — 3 ). cos. c 

>" -+MJ — a 

nf/ 14 - 1) ( « .»> 2 ). {n + m — 2).sin .x 

, r n m — 1 

~ * r.sin.# 


*n(p+ 1) («+2). (n+m —i) f ~ 









ÎO 

m indique le nombre des termes qui précèdent le der¬ 
nier , et il est de la forme 4 P » P étant un nombre en¬ 
tier positif. 

Cela posé , si dans tous les termes du second mem¬ 
bre de l’équation (2) on met pour sin.j; et pour cos..r , 
leurs développemens en x % et qu’après cette substitu¬ 
tion on intègre le dernier terme, l’équation ( 2 ) ainsi 
transformée n’acquerra aucun terme constant à cause 
de la valeur de n < 2 , et elle sera identique avec l’é¬ 
quation ( 1 ) : Or puisque cette dernière équation est 
nulle lorsque a; = o, il s’en suit qu’à cette limite, le 
second membre de l’équation ( 2 ) , transformée comme 
on vient de dire, sera aussi nul. 

Soit j; = m = X>; 11 est clair que tous les termes, 
qui dans le second membre de l’équation ( 2 ) précèdent 
le dernier , deviennent nuis ; de manière cependant que 
la convergence diminue à mesure qu on s’avance vers 
le dernier terme intégral, ainsi qu’on le voit par le 
rapport des coëfficiens des deux avant-derniers termes, 
rapport qui est l’unité , lorsque x = m = z o : Ainsi le 
second membre se réduira à son dernier terme , qui 

est par conséquent la valeur de l’intégrale C ——— 

J x n 

prise depuis x=o jusqu’à x=zx> , pourvu qu’on intè¬ 
gre en mettant pour sin.x son développement en x s 
et qu’on fasse x=m=zQ après l’intégration, sans ad¬ 
dition de constante arbitraire. D’après cela on aura 


\ 


% 



/ ^r. sîn. x ^ 

=n(ri’*-i)(n-tr2 i y.'(n+m—2')(n+m~i)r 


n(n+I)(n+a)...(«+ /72 _ 2 )(„^ m _ I )jfI:'"“' , 

I 2“—/! 


ÏI 

</T.sin.:r 

jpti 4 -m 

#4 


(2— rn- 


1 . 2 . 3 . 4—m —n 


i. 2.3.4.5. G—/?/—« 

I ^ iv—m—n 1 

“ 7.2.3...(2r_i) ' "2 r _ „ _ „ + • • • | 

<- est le nombre des termes, et l'on doit prendre le 
signe supérieur ou inférieur, selon que r est impair ou 

pair. Faisons , dans le terme général _-_. 

1.2.3... (2 V — 1) 

jP * v—m—n 

2 v—m—n. ’ 2y — m > Ce terme général, multiplié par 
le coefficient n(n* i)...(» + ra —1), deviendra 

n («-t- 1) (w 2) (n+j n—2.) (n +m—t) __ T 

I 2 ^ 3 "• m-1 • „) "*~"= 

en posant 


T — n (« + 0 . (n •<- 2 ) (n + m— 2 ) (n+ m—t) 

1 ' 2 3 ( m _,) ^ ; 

Les termes qui suivent à droite du terme général 
T 

— •—, sont 

(—«) 

* _L_ ** _ T ** 

2—n ‘m(m -t- 1 ) 4 —« * m{m + 1 ) (m -* 2 ) (m + î) 

et ceux qui précèdent à gauche, sont 



T {rn—2){m —i) T (m — jf)(m —3 )(m — 2)(m — Q 


— n—2 x* — n —4 

faisant x=m=co , on a 


1) __ ** _ «- 

m{m i) * a m{m+- t){m+ 2,){rn+ 3) 

Les deux suites précédentes deviennent donc respecti¬ 
vement 


T 

T 

T 

2 — n 

~~ 4 —" 

b—« 

T 

T 

T 

n 4-2 

P ' 

«•+> 4 

n~i~ 6' 


Par conséquent on aura depuis .r = o jusqu’à x —OQ 


/ Jx.sîn.x __ rp 

~ ~~ 


i i_ i 

2 —n 4 —n 6— n 

i i i 

n 2+ n 4 ~ï~ n 


Mais on a 


1 X I - _____ pu'-ndu ^ 

' 2—« 4—« 6—« J i *+* z/ * 

iii _ r u-'-+ n ju » 

» 2 H-/J 4 -t-« * ’ J ’ ? 

en faisant n~i après l’intégration. Donc enfin on aura 

(A> pJp.= T pr^i.^ 








en faisant u = i après l'intégration , et m = co dans 
la valeur de 

r=— (n "** ^ (/? m—2) (s -j-m— 1) 

12 3 ^/72 - ij frfi * 

2. Soit 72=1, on aura T= j- f' 7 *'* 1 Il — = 2. / 1 ^L- = Z-. 

J * Jl+U* 2 

C'est la valeur que prend la série 


x 1.2.3. 3 . 3.4.5.5. 


lorsque x = 00 . 


Soit /2 = - 


•, on aura 


3 5 2 772-3 2 m-1 


246 


2 m—2 2m y/m 


_ i. 3.5 .(2m —1) 1 1 

2.4.6. Vzm V2 y /tt 

1 7 T 2.2.4.4.6/6. 8. 8... 

a cause de — = — y e „ - : 

2 o. o. 5 . 5 .7.7.9.... 7 

Y 1 

* T 

Il reste donc à intégrer la différentielle u . du ; 

i + ü‘ 

mais comme c’est ici qu’il s’est glissé dans les calculs 
de M. r Mascheroni une inadvertance qui a rendu in¬ 
exacte la valeur de quelques intégrales définies , qu’il 
a données dans l’ouvrage cité , nous allons transcrire 
ses propres termes : 


3 


v 








>4 


Nu ne ut inlegrelur J * ^ . du, fiat u‘= z, erit 

fy + £ du= 2 d Z = 

J 1+ U* J 1+2.' 

/ ' dz_ t r __ =c 

iTiÿr- ï'ji—zzÿT*- a ‘ 


a )/ z.arc.tang. ^ * =• -*- a a arc.tang. r ‘— 

***- z Vr ï^Kï 




et quoniam sumi debet u=i , æc proinde etiam z— i * 
r* x +u~ \ 2 y f~^ % arc.tang zz°3o'-*rzÿz.arc.tang.6'i°.3o'=T.y *[ 

J I -t-U* 


Erit ergo tandem 


/ dx.^n.x •- 

v'x ”' a 


Or on trouve 


r _£f_- + n-£=—=y IV.arc.tang. - V -£r 

J I 2x^/7 z‘ J 1 — 2 z)/\z* i+z]/ ~ 

*£* —JL, en faisant z=i ; Multipliant 


■]/ 2. arc.tang. 


i-î/î y/j 


donc la valeur de T trouvée précédemment par ~j= » 


on a 


/^/7/y «in nr 1 **'"" 
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résultat égal à celui, auquel M. r Laplace est parvenu 
par des considérations d’un autre genre ( Journal de 
l'écol. polylechniq. i 5 . e cahier), Dans ce même en¬ 
droit M. r Laplace démontre l’inexactitude du résultat 
de M/ Mascheroni; mais on voit parce qui précède, 
qu elle ne tient point à la méthode. 


3 . Considérons maintenant l'intégrale J ^ '^ os ‘^ prise 
depuis # = o jusqu’à a: = co % n étant < i . On a 


C*dx.COS.X _ x'~ n x 3 ~ n Æ 5- ” 

J x n i —n i. 2 .(o—/jjfc i.2.3.4.(5— ri) 

le second membre est nul avec x sans constante ar¬ 
bitraire. Par le procédé employé au n.° i , on a encore 


/ 


dx .cos #_sin.jr n.cos.# n(n-*- i)sîn.# 

x n X n X n " + * 1 x n **“ a 

n(n |)(n 2 )....(/? - 4 * m — 3)sin..gr 

^nt- m—ï 

n(n h- i)(/j -j- m —2)cos.# 

X n i 

^ n(/2+l)(n+2)...(/2-»-772—2)(724*772—i) 


Jx.cos.x 

#n+ m 


m indique le nombre des termes qui précèdent le der- 
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nier, et il est de la forme 4 P • Par un raisonnement 
analogue à celui fait dans le n ° i , on prouvera qu’ 
entre les limites x = o, x = m = co » ou a 


dx.cos .2 


r*dx.cos.x r* i 

J ——— = n(n+i)(n+ 2 ) ....(n+m— 2 )(n+m—i)J- 

pourvu qu'avant d’intégrer on mette dans le second 
membre le développement en x de cos.^r, et qu’on 
fasse a7=m=co après l’intégration, sans constante 
arbitraire. On aura donc 


r 

I 


1 O 2_„ 

l * V » 


u—//*—« 


r 5—r77_ K 


1.2.3.4» 5— m—n 

I g-zV—m-n—t 


‘ 1.2.3, ..{1V—2 ) 2V - m - H — I 


v est le nombre des termes ; s’il est impair on prendra 
le signe **■ , s’il est pair on prendra le signe —■ : Soit 
2,v = m; Le terme général multiplié par le coefficient 
n(n+i)...(n+m— i) deviendra 

n (w+r) (/z -t* 2) (n+ m — 3 ) (n 4- m —2) (n^~m —1) —jr 

1 2 3 m — 2 x (— a — 1) — n —* 

en posant 

rr n (n+- 1) («+ 2 ) n> («+m- 3 ) (n~h m —2) (n +m —i) A 
y — ■ * • o "" ————— * ————— « « 

12 6 m—z . x X** 





Les termes qui suivent à droite, seront 

^ V x % __ V x i 

i —" ' 3 —n ' ^ 

Les termes qui précèdent à gauche, seront 


V (m—3)(/w— 2 ) 

V 

[m—5)(m— 4)(/n— 3)(m—îï 

—3 —n x* 

— 5 — n 


dans le cas de x=m 

:==0O 

, ces deux suites deviennent 

V 

V 

V _ 

1 —n 

3 —n 

5 — Tl 

V 

V 

r 

3 n 

5 •+- n 

“*■- +■•••. 

7><- n 

On aura donc depuis x 

nul jusqu’à x infini 


[ 1 . 

1 i 

f*dx.cos.x r0 . ^ 

J x" V ' | 

| 1 

3 —n 5 —n 

r 1 


1 -e» 

3-f n* 5 ~tTt 


ou bien 


(B, 

en faisant w= I après l’intégration, et m = co dan* 
la valeur de 

[ n + J ) ( n (n + m— 3 ) (n •«- m — 2 ) (n + m — 1) ' 

1 “ 2 3 . — - z —-ITT—* 







4. Soit t»=—, on aura F--^r ; C u ‘* u ~ ’ du = -JL- 

* a y* J y 2 


partant 


/ dx.cos.x in pdx.smjv 

~V^~~ ** J i* 


Dans l’ouvrage de M. r Mascheroni on trouve encore 
ici l'inadvertance indiquée dans le n.° 2 , à cause de 

l’intégrale * du; ce qui l’a porté à conclure 


/- 


'dx.COS.X 


VT 


- ÿHjr % Le même Géomètre a encore lait 


usage de ce résultat dans les deux intégrales données 
par Euler, J Jf.sin.-~- ; J*ds. cos.-^-t* , pour lesquelles 

en posant =x, M. r Mascheroni trouve depuis .5=;0 
jusqu’à s = 00 

J'js.sin.^ r =:a.^7r—j'js.cos.-^p 
tandis que la vraie valeur est 


/■ 


ds .! 


‘ 2 CI* 


_ Ci]/T 


-J*ds.cos. 


2 a a 


v 



Aux intégrales 




r*dx.s\n.x 

4/ ^ 

f 


^.X _ Jr _ (* V.COS.JC 

J ’ 


on peut joindre la suivante qui se présente également 
sous forme finie 


/ 


-/ic.sin.ar .- 

2T 


Cette dernière intégrale s’obtient aussi sous cette forme 
par l’équation ( 5 ) , pag. a5o du Mémoire cité de ]\t. c 
Laplace , où pour la valeur numérique de cette inté¬ 
grale on doit lire 2, 5 o 66 ..., nombre au lieu duquel par 
faute d’impression on a mis 2 f 25 o 66 ... 


Ces intégrales paraissent les seules, que les formules 
(À) et (B) puissent donner sous forme finie: mais il 
est évident que ces memes formules donnent directe- 

_ , n . , , fdx.ûnx pJx.cos.x 

ment la valeur des intégrales / ———, I ——— aussi 


approchées qu’on voudra , n étant comprise dans les 
limites indiquées. 

5. Les méthodes précédentes sont dûes à M. r Ma- 
scheronï , et avant d'aller plus loin , nous présenterons 
ici le procédé, d’après lequel ce même Géomètre a 
déterminé la constante arbitraire, pour que l’intégrale 


üO 

'dx.cos.% 
x 

dx.coi.x 


soit nulle à x = co . On a 


/- 

, x Pdxso%.x n X* xt 

CO I-= Const.-*-log x—-dr—-——- n 

x y J x 6 i.2.a 1.2.3.44 1.2.3.45.6.1 


On a aussi 

/ dx.cos.x sïn.# cos.# C 

X X X* J 


2dX .COS.X 


( „ x sin.# cos.# „ I . 

2 ) - --— r B iog.x 


2.34 4. 34.5.6 

B étant la constante arbitraire , qui doit rendre nulle 
l’intégrale lorsque x = co- Substituant dans l’équation 
(2) les développemens de sin.x et de cos.x, on aura 
deux termes constans, savoir 1 et -J : tous les autres 
termes seront affectés de la variable x; en comparant 
donc l'équation (1) avec l’équation (2) , on aura 
Const. = B 1 1, ou D = Gonst.— 1 — ‘ • 

Maintenant on a en général 

dx.cos.x sin.# cos.x 2sin.# 2.3 cos.# 


r*dx. COS.X _ 

J * 


2.3.45În.J7 COS.# 

* -75..+ a.34„..(m— I). —- 


/ « . dx ( x • x 4 

2.0.4.. ,m -1 1 —-—— 

X' n + 1 V 2 2.34 


s.3*4 2.34.5.6 / 

où la lettre m , qui indique le nombre des termes qui 


% 




précèdent le dernier , est de la forme I±p, p étant un 
nombre entier positif. Intégrant le dernier terme de 
l’équation précédente ou aura 

/ dx. eos.# s in.# cos.# 2 .sin.# 2.3.cos,# 2.3.4.sin.# 

# # x* x 3 #* *** # 5 


■*M .( m ~ 0 • 


( 3 ) + 2.34 ---+ —- 

|—m 2 ( 2 — m) 2.3.4.(4— m) 


I. 2 . 3 . 4 ...(/ 72 —2) . 2a 2 


2 [m '+■ 1 )(/» -p- 2) 4 {jn 4 - 1 )(m + 2)(m+ 3 )(/ra -h 4) 

M étant la constante arbitraire qui rend nulle l'inté¬ 
grale lorsque a:=co . 

On aura semblablement 

'dx. cos.# sin.# cos.# 2.sin.# 2.3.cos.# 2.3.4.sîn,# 


/ dx.cos.x sin.# cos.# 2.sn 

# X X 2 X' 


Q / / X SU 

. +2.3.4... ( TO _I)__+2.34...771- 


( 4 ) -2.3.4...(»»+>)-^ 

—y^.3.4...(m+2)^ 3 1 


#* #* # 6 
2 2.3.4 i.3.4.5.6 


Intégrant ce dernier terme on aura .iV+log.,*+ 1 S; /V 

4 
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étant la constante qui rend nulle l’intégrale lorsque 
^==0 , et S étant la somme des termes affectés de la 
variable. Eu mettant dans cette équation (4 ) au lieu des 

termes 2 . 5 < 4 »«.ro • —■ ■, 2 . 3 . 4 ••• (/n-*-i) •—leurs dé- 

veloppemens en x , on aura les constantes —-—* —-— . 

m •+- i m~+- 2 

qui ajoutées à N , donneront par la comparaison de 
l’équation ( 3 ) avec (4) , M=iY-n—-—-t-—— ; 

m-*- i r/i -h 2 


— M' —- —î puisque Je même résultat a 

lieu lorsque m est de la forme 4^**"-» on en conclura 
enfin 

ilf— Const. — i --- l - _____ L_ • 

234 m ’ 


Soit maintenant oc — m= ce, l’équation ( 3 ) deviendra 

/ Jx.CO'.X - I I I - I 

—- Const. i --3- + 

rn (jn —1) m(m —1 )fm —2) (ta— 3 ) 


__ x 4 

2{m i){jn -+- 2) 4(/72 4- 1 )(rn 4 - 2 )(m + 3 )(m+ 4 ) " 

La seconde ligne est formée par les termes qui dans 
l’équation ( 3 ) précèdent le terme log.jr, et qui ne sont 
pas nuis par la supposition de x±=m=cc ; la troisiè¬ 
me ligue est formée par les termes qui suivent log.# 


\ 


% 









dans la môme équation (3). Ces deux lignes se détrui¬ 
sent à cause de dr=m=oo ; on a doue, lorsquevC=C0'=/n 


/ ix*\ os.# 

-= Cons t. — j 

* 


- + log.^rmO 


Coi)St.= I ■+■ -4- — tt~ H-+ +-— ]orr jr • 

2 3 4 ùt U t* 5 

ou bien , à cause de 

log.m=log.a;==x + -!_- t . ' +-L + ... +J_ 1 

2 3 4 m a 

-A^JL__C D__ 

2 4 6 + 8 

( A 1 B p C • étant les nombres de Bernoulli^ 

Const. = o, 577 2 ï 5 66zj 9015. 

nombre connu , et que nous nommerons A dans la 
suite. ( Calcul Intégral de MJ Lacroix , tom. 3 , PQtR 

134 ^ 481 ). 

Le second membre de l'équation 

/ dx,C.O*.X -a „4 6 

—J—-=0,577315 -+T^g. vt _f_+ _ 4 !- + ... 

2.2 2.3.4.4 2.3.4.6.Ü.0 

sera donc nul lorsque js== 2 Q ; de là on conclut entre 
les limites a~o , j:=oc , 

tr\ C fàcoijï . 

vW y ^ ——log.a; — o, 07 7 21 5 — — log.o — A=oc 

équation qui donne 1 ordre d infini de cette intégrale. 






t 
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6 . Avant de présenter l'usage des intégrales (A)* 
(B), (G) pour la détermination d’autres intégrales dé¬ 
finies , nous nous proposons de voir ce que deviennent 
les intégrales précédentes, lorsque les différentielles sont 

dx.s\n.rx dx.ros.rx dx.cos.rx . . . 

———; ---,• — ^ — ; r étant un nombre quel¬ 

conque constant. Considérons d’abord la première. 
.Faisant rx=z , on a 


/ dx.s'm.rx t f'ïz.'-'n.z 

" + ~—j 

les intégrales étant prises depuis' x=z = o jusqu’à 
,ar = z = C0,* mais on a dans ces limites (n.° 1) 


2—n 4 —n 6—// 


/ dz.*m.z __ | 

* n il ri 


n 2 -t-u 4 -+* n 


on aura 


donc 


[ _i_ i_ + _i_ 

r±±ff = _T_ V~ n *- n+è ~ n 

J r '~ a ’ j t 1 1 


n 2 + n 4 + n 


Or en intégrant directement la différentielle J — 


par la méthode du n.° 1, on arrive à cette expression 





Ces deux expressions sont équivalentes; car en multipliant 
par r l ~ n les deux membres de lequation 



la quantité r disparaît du premier membre , qui n’est 
plus fonction de cette lettre: par conséquent la difé- 
rentielle du second membre par rapport à r doit être 
identiquement nulle : or c’est ce qui a effectivement 
lieu , car cette différentielle est 

m—mm ^ ##*#• 

* 

r *— /i — ^ i— n 

c’est-à-dire -= o; 

r+ r 2 

On a donc depuis o; = o s=z jusqu’à x= oc =z t 








a 6 


/ dxSin m rx __r Pdz.sin.z 

x n r ,-»J z n » 

n étant <2. 

On trouve pareillement et dans les mêmes limites 
Pdx.cos.ra; 1 Pdz.cos.z 

J x n r‘~ n J z n ’ 

n étant «< 1 . 

Considérons enfin l’intégrale ^ lx cos : r ?« ; Cette in¬ 
tégrale paraît d’abord indépendante de r, ainsi que l est 
l’intégrale J*— ’^ — X ; car en faisant rjc~z, 

/ dx.cos.rx f dz.cos.z 

x J I 


s, on a 


les limites de ces deux intégrales 


étant zéro et infini. Mais une pareille transformation 
nous conduirait, dans ce cas, à un résultat inexact; car 

en faisant directement le calcul sur l’intégrale Ç—~‘ CQ ^' rx 1 
on arrive à l’équation suivante ( n.° 5 ) 

/ dx.cos.rx ^ 1 1 t r 

-=Const.— 1-—....’ + log./r 

x 2^4 tn n 

m(m — t) m(rn — t)(a7? — 2 )Çrn —3) m(m — T ),.(/w — 5) 

2 r*x u A..r*.x A br 6 x 6 


i j, r u, tj- 

ï(rn 4- 1 )(m -t- 2) 4(m -+• i)^nj 4- 2 )->(tî— 4) 6(77 -t 1 )■••(/» 


V 





*7 

équation dans laquelle, lorsque r est différent de l’unité 
et quon fait .# = 772 = 00 1 les deux dernières lignes ne 
se détruisent plus , mais on a 


/■ 


dsc.cos.rx 

x 


= Const.— 1 




log.jr 



= Const.—1 


on a donc 


-Iog..# —log.r ; 


f 


dx.co s.rx 
x 


A + JogT + Icg.X — —-■ 


r*x A 7 *x 6 

2.Ü4.4 2.3.4. 5 .6.6 *** 


la constante étant déterminée de manière que le se¬ 
cond membre est nul lorsque a:=oc . Partant on a de¬ 
puis x = o jusqu’à &=co 


f*dx.c os.rx 

^ J - X - = — log.o:—log.r—A= — Iog.o—log.r—A=cc; 

où A = o, 577 2 15 .... 

On voit par cette expression que les deux inté- 
f'dxxos.x Pdx.cos.rx 

grales I—j— , I—--, prises depuis o; = o jus¬ 

qu’à 07 = 00-. ne sont égales qu’en ce que toutes les 
deux sont infinies du même ordre ; mais leur différence 
eÿ finie , et l’on a en général ce résultat remarquable 




2 § 


f 


dx.Çcos ,r*x —cos .rx) . 


: log.r—log.r' . 

7. Considérons à présent l’intégrale J {]x s ^‘ ra ' p r j s 


depuis x = 
égal à 2 ou 
n paire , on 

f*dx.s\n.rx 

J ** 

f*dx.s\n.rx 

0 jusqu’à x==oo , n étant un nombre entier 
plus grand que ce nombre : Soit d’abord 

aura 

—sin rx f^dx.cos.rx 

= - t-r / -— ; 

x J x 

si n.rx r.cos.rx r^in.rx r 3 f*dx.cos.rx 

J 

3x 3 3.2X 2 3.2.1.x 3.2.1 J x 

en général 


/Vor.sin.ror 

sin.ro: r.cos.rx 

J «- “ 

( 2 fl - l)x 2n ~ l ( 2 / 2 —l)( 2 rt- 2 )x zn - 2 


r 2n ~ l Pdx.cos.rx # 


on prendra le signe + ou — selon que n est impaire 
ou paire. On voit par là que toutes ces intégrales se 

ramènent hj ' /xxns _ . e t ] es équations précédentes don¬ 
nent tous les termes qui composent ces intégrales : 
ainsi l’on a depuis .r = o jusqu’à ac=zo > 

V.r.sin .rx 


/- 


- r.hg.x —r.log.r—A r+r 
=— r .log.o—r.log.r— Ar+r sa co ; 


etc. 


% 



On aura pareillement 


dx.sin.rx —sin.r^r rcos.rx 


2 9 


/ dkr.sir 

/ dx. sin. 

/ 


2 .X 2 


r 2 /"* ^sin.rÆ- 

2 .1./ * ’ 


rx —sin.r# rcos.rx r 2 .sin.rx r 3 .cos.rx r 4 n k 

4.3.x 3 4.3.2X* + 4.3.2.IX + 4.3.2.1 J ' 


'dx.sin.rx 


4 x< 


dx.sin.rx 


2n(2.n —1 ^x™— 1 

r in r*dx.s\n.rx t 

— r)( 2 «— 2 )...3.2.1 J x ’ 


2 tf( 2/2 

le signe a lieu si 72 est paire ; le signe —, si n est 
impaire. 

On aura ainsi depuis x nul jusqu’à x infini 


/ 


dx. si n.rx 


■ = 00 j 


etc. 

Ces équations ont le même avantage que les précéden¬ 
tes, celui de mettre en évidence tous les termes de 
l’intégrale et son ordre d’infini, ce qui fournit le moyen 
d’avoir le rapport ou la différence de ces mêmes in¬ 
tégrales: Ainsi l’on a , par exemple , 


dx.sin.rx 


/ dx.sin.rx pdx.si 

- * !.— =0;J ~ 

/ dx.sin.rx P dx.cosx 

J 7 ~~ 




5 



3 o 


' dx. (sin.or—x.cos.or) 


Si n est de la forme p + —, p étant un nombre 
entier égal à a ou plus grand que 2, et — une fraction 
propre, on arrivera à l’une ou à l’autre de ces inlé- 

. f'dx.cos .rx r*Jxsinrx ... 

grales I -- - , I -——, que Ion sait intégrer par 

xf x y 

les équations (A) et (B) (n.°* 1 'et 3 ) et l’on aura 
par là tous les termes de l’intégrale. Ainsi on a 


/ dx.dxnj 

T 

X a 


-2.sm.ror 2 l r.r;os.ror 


2V 2 dx. si n.rx 

J ' 


3 i.:r* . 3.1. 


/ dx.sin.rx — 2.sin.ror 2*.rcos.rx 

n 1 " in— 1 21 

X * {zn— \)x * (2/2—1)(2/2— 3 ).T~ 


2 n r n r 
— (2 n —1 )[zn —3)...3.i. J 


j Qos.rx 


le signe ■+■ a lieu si n est de la forme l^p ou 4 p + 1 ; 
le signe —, si n est de la forme 4 p+$ ou 4 p + 2: On 
écrira cos.rr, lorsque n est impaire, et sin.rx, lorsque 
n est paire. 


% 





Ainsi l’on a entre les limites ar=:o, x=z 

/ dx.sm.rx zr 4 r a 

wT “ 
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Jc_. i/— = — _ 

3. r Vo . r 2r 


ce 


etc. 

S. On a semblablement 


/ ' dx.co s.rx 


/• 


/x,sin 


f 

f 


dxjco sxx 


’ __ — tos-r* r.tonxx ^ r\^rx 

X^ 3 u / 3 ”** 3 , 2 . X 2 


Z 1 dx.sîn.i 
3 . 2.1 J X 


/x.coa.r. 


3.2. i.x 3, 
r.sin.rx 


(jin i')#™—* ^ 2/J —,)( 2 n —2 )j 2 ”- 1 

^ r*.cos.r.r 

(2/2-I )(2rt-2)(2«- 3^ 2 "-3 

— ........ h- r-”—* _ pdx.sin.rx 

(2/2— l)(2#l—2)...3.2.l/ * ’ 

On pienara le signe supérieur ou l’inférieur, selon que 
n est paire ou impaire. Ainsi on a depuis *=0 jus¬ 
qu’à .r = oo 

/ dx.coss x _T_ r T 

x 2 x 2 ~ô r 2 ’ 

etc. 

On a de la même manière 


/ dx.cos.rx .— cos. 

æ 3 


r ^r r.sm.r^r 


r 2 r'dx.cos.rx 

rrj ; 


2 .1.# 


X 
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/ Jx.cos.rx __ 
JT 5 ““ 


— cos.r.r r.sin.r# r^cos.rx 


4^4 


4, 3 .x 3 43.2 .^c 2 4.3.2.1 

r* Ç* dxsos.rx _ 

,. 3 . 2.1 J # ’ 


/ dx.cos.rx —-cos.rjr 

x 2n +~ l 2 


r.nn.rr 


2 n{Zn 1 2 7(20— I ,( 2 fl— 2')x™~ % 

r in r ■Jx.coi.rx 

— 1). 3 . 2.1 .J x ’ 


’ 2 tt{ 2 n 


On prendra le signe supérieur ou l’inférieur , selon 
que n est paire ou impaire. 

On déduit ainsi depuis x—o jusqu’à x infini , 




etc. 


•Sa 


4 + 2 


log./vlog..r j 

A+log r+logoj ; 


x ' dx.co&.rx 

Si n est de la forme p-e -— , l’intégrale /-- 

V 0 J 


_, . _ , . , s\ox.cos.rx r fJx.s\x\.rx — 

dépendra de lune des intégrales / --—, / --—: 

J x~J J #1 

On a par exemple 


• dx.cos.rx — 2.cos.rx /irfx.s'un .rx 

-zr. 


/ ax.ros. 

F 

X 1 


yfiT 


T 


V 




* dx.cos.rx — ?..cos.t 


(2/2— l)x a (2/2-l)(2rt- 6jX ' 


2 .r.cos.rx 


(2/2- 0 ( 2 /?- 3 )(2/2 - 5 ) .X~ 


r dx.™ srx 
2 n . r n _ / sm rx 

~~ {ZU l )i 2 “ 3 y (2/2 — 5)...3.l J y/~ 

On prendra le signe ■+■ , si n est de la forme l±p ou 
4/>-*-3; on prendra le signe —, si n est de la forme 
4 ^-t- ï ou 4 p-*- 2 : on écrira cos rx y si n est paire, et sin rx , 
si n est impaire. 

On conclut de là 

/ dx.cos.rx 2 j • — 2 / 

_^ == _j/^ = __ l / 2rr = ce; etc. 

9 . On voit par les deux numéros précédens, que 

/ dx.sin.rx , . ,, 

——— prise depuis x = 0 jusqu a x = CO est tou¬ 


jours infinie, lorsque n = 2 ou >2: L’intégrale 

est également infinie dans les memes limi¬ 
tes, lorsque n=- 1 ou > 1 : Mais l’ordre de ces infinis 
varie suivant la valeur de l’exposant n , et les équa¬ 
tions précédentes donnent immédiatement tous les ter- 


/ , dx.cos.rx 
a n 
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mes qui forment ces intégrales. On peut par là en dé¬ 
duire des résultats assez remarquables, et qu’il paraît 
difficile à pouvoir obtenir par d’autres moyens ; ainsi l’on 
a par les n. os précédens , 


— cos.rx) _ T 

et faisant r = i , on a 


/ 

/ 


dxJsm x — xr.os.x) 


Jx.(s\x\x — x.cos.x) 

xWJ~ 



etc. 

ces intégrales étant prises depuis oc •=. o jusqu’à .27== ce • 
10. Passons maintenant aux intégrales renfermant des 
puissances de sin.r.r et cos.rjr , et considérons en pre- 


niier lieu I intégrale ^ ^ tant un nom ] >( . e en . 

ce 

lier positif, et —une fraction propre: On a 


2 1. 2. 3 . ... q 


(zq—2\..q 

-5-- cos 

. 2 . 


+ H<*!— 1 )( 2 ? — 0 -( 7—0 

I. 2. ü' . . (ÿ*f 2) 


• COS,4'’‘* 


V 
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2q(2q— 

*• 2 . 3 . . . (y + àj 


co s &rx 


•+■ 2(].ços,(zq — i)rx±QOS.2qrx ; 

formule dans laquelle les signes sont alternativement 
positifs et négatifs. Multipliant les deux mcmLies de 


cette équation par —— , et intégrant * on 
a fi 




dx .sin.rj 


■ = JL. * 7 ^ 7 — OC 2 ?—2)...(y O . x _ fi_ 

2 I. 2 . 3 .y J 0 Ç_ 

'"“.J 

2y(2y—l)( 2 y—2)..,y pdx.cos.2rx 


y pnx.cos 

I. 2 . 3. .. (y h- i) / « 

J X fi 

2q\2q —i)y2y—2)...(y—Q , 

i. 2 . 3 . . . (y+ 2)J 


2q(2q —OC 2 ?—2)...(y—O r dx.c0s.4rx 

sT. 


la constante est nulle avec x. Lorsque j:=cc, le pre¬ 
mier terme du second membre devient infini , et tous 
les termes suivans sont finis: L'intégrale dont il s’agit 

est donc un infini de 1 ordre 1- t-. J et l'équation précé¬ 

dente donne tous les termes qui en composent la valeur. 







On trouve, par exemple, entre les limites x =o, x =ce 


.T JjCMnr/_ 2V ,_-i. J 2>/ — _ I ^r = 

J Vx 2 1 r 2 1 r 


00. 


Soit à présent J* dx -*' n - rx ,* on trouvera depuis x = o 
jusqu’à 07 = co 


2 ^~ £ ^ r s ' n 


2 7 ( 2 7 — 0 ( 2 7 —2) ..(y-*- o 


3. . . . 


log. co 


27(2?— OC 2 y—Q..-7 2y(2y—0(ay—2)...(y— i) 

I. 2. 3. . . 0“+*l) I. 2. 3. . .(^-+-2) 

• • • • i | |A-t-log.r| 

27(27— Q( 2 ? —2) . ..<7 

I. 2. 


loe a »»( 2 y- 0 C«y-»Uy- 0 . . 

3...( ? + i) S I Z 3. . . (y+2) S ' 4 


: 2q. log. (2^—2) ± log.2^ : 


Cette équation montre que la valeur de l’intégrale f* dx - sin - rx * 

J x 

prise depuis #=0 jusqu’à .#=±00» est infinie, et que 
l’ordre de cet infini est le même quelque soit le nombre 
entier positif q . Ainsi on a en général 


dx.i\u.rx 




x __2 2 ?' 2q(2q — t )(2<7— 2)...(q+ 1 ) 1 2 3 Jj 

Jx^rx 1 ' _ • T 7 3 \...q 74-- ' ■ <4477)"' (/- 





On a aussi 


3 7 


/ 


dx/S.sin.rx —4 si n.rx ) Iog .2 ^ 
x 2 * 


etc . 


x ' s "[ n — » où ti est un 

nombre entier positif, qui ne peut être -<i , ni 
>- q ; on aura 




dx.sm.rx _ I 2q(2q —r )(2q —2)....(y -+-f) 


q. ( 1—2 n)x 2n -* 


2q{2q —1)(2^—2)... q C* Jx.rc* % irx 

1. 2. 3,,.(y +1) J a; 1 " 

2q{2q —1 )[2q — 2 ). . . ( q —1) C dx.c.os.4rx 

I. 2. 3 . . . ( ? + 2 ) J 


2 7 


/ 


dx.cos.(2q — 2 )rjr /" dx.c 0 s. 2 qrx 




Dans cette équation tout est connu, parceque les in¬ 
tégrales qui entrent dans le second membre, sont 
données par le n.° 8 : mais , sans passer par le déve¬ 
loppement de ces intégrales , on peut avoir tout de 


suite la valeur de l’i 


intégrale J* 


dx sin.ra/^ 


x zn 


par les considérations 


suivantes. Si l’on met pour sin.r* son développement en .r, 

6 



3 a 


et qu’on intègre la différentielle , il est visible 


que l'intégrale sera nulle avec x sans constante arbi¬ 
traire. Mais lequation précédente doit être identique 
avec l’intégrale développée de la manière dont nous 
venons de dire , pourvu qu’on y substitue au lieu des 
fonctions circulaires leurs développemens dans les 

"fix.QOS.2rx r jx.cos.^rx 


f" fix.QOS.2rx C Joe.QOS.Xrx „ 

termes / -—-, / -—— , etc. Cette équation 


est donc aussi nulle avec x. Mais lorsque a; est infini, 
l’équation précédente devient, en notant que dans ce 
cas on a (n° 8). 


r 


dxo.os.2rx 


% dx sin.2 rx 




,ros 4 rx 


' C 2 «— 

0^2/!—2). 

..3 2.1 J 


(2r) 2 "-' 

7 T 

(2/ï— 1 

i;(-"—2).. 

. 5 . 2.1 2 ’ 


O)’-"- 

7 T 


X 2/1 ~ (zn —l)( 2 A—2). ..3.2.1 2 1 


etc* 




dx.s'oi.rx 


(2n -13(2/2—2)...3.2.I* 2 { 1. 2. 1) 


2< ?( 2< 7 0( 2< 7 2 )—Oy —0 


1. 2. 3 - 


. if n " 


2q(2q—l')(2q—2) -(9—-2) 

1. 2. 3 . [q+ 


) — 2q(2q— \)C2ff— 2), ..<7 


a /»' 1 


J 
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•+> 2 q(zq — 2 ) 1 ”” 1 ± (zq) 271 -' 

Si n est paire, on prendra •+• r 2 '"' 1 ; si n est impaire, 
on prendra— r 2n ~ l : Les termes affectés des puissances 
2 2 "“\ etc., se suivent avec les signes alternatifs. 

L’on a ainsi depuis x=o jusqu’à x=ZO , 


Jx sm.rx r t 

x 2 

? 

2 

*</x.sin rx^ 

rr 

x 2 

~~4 ’ 

Jx.sin.rx^ _ 

r 3 t 
"3“» 

*Jx.s\n.rx 

3 r 7t 

x 2 

~ ; 

--10 

fc </jr.sin.ror 

35 .r?r 

x 2 

2 5-4 

etc. 



f 


f 


12. On aura pareillement entre les limites x =± o, 
x = co i çn notant que 

o — — 0(2.7—2) - ? 2 „, + •(?—') » 

I. 2. 3... W + I)' + I. 2. 3. . . (y H-2) 


I. 


2 . 



4 °_^ 

Z 1 ’’-' rdxM» r t == _[T__ ' W( 2 f—O ' 2 ?—*)•• f 2”. log.: 

c/ or 1 " 4 * 4 2/i(2rt—IJ...3.2.1 (I. 2. 3 . . (ÿ*+- l) 

i. 2. 3 ■ . . . (y-t- 2) ° ^ 

- i>. ft -g ^ g 

i. 2 . 3. . . .(?**- 3) ° 

± 27.(29—2)“ .log.(27—2) + (27)“ . Iog.27 J : 

Dans ces deux équations n est un nombre entier positif, 
qui ne peut être < 1 , et qui doit,être < <7 : Si n est 
paire, on prendra -4- r 7 * ,* si /2 est impaire, on prendra 
— r n : Les termes affectés des logarithmes, log 2, log. 4, 
etc. se suivent avec les signes alternatifs. JL on a, par 
exemple , 


dx.sinxx , . 

— = '’Mog.s; 


f 

/ dx^iux /24.1og.2-*g.lo g 3\ ^ 

Tg ) r » 

/ l r sin rx /27 log. 3 — 32 .Ioe. 2 \ 

~^~ = { -Te—- ) r *’ 


etc. 


i 3 . D’après ce qui précède on voit que la valeur de 


. . . r* dx.sin rx 

1 intégrale / - 


dépend des formules (A) et (B) (n. os 1 et 3 )j 


. . oc 

«étant un nombre entier, et une fraction propre, 

et 

de manière que n +-r-<29+1. Nous nous occuperons 


CL X 

seulement du cas où yr=— , car alors la valeur de l'inté- 

P 2. 

grale se présente sous forme finie. Par le même rai¬ 
sonnement fait au n.° 11, on aura 


r — 2 ^—otey-av.y 
J a?-; C 2 "— OC 2/ »—3JO« —5j... 3.1.j 1. 2. 3...^-t-i) 

_ 2?(2?—1)( 2 ?— 2). .. (y—1) n __« 

*• 2. 3 ... (y 1,2; 2 2 

_ 2 Ç(2<7—l)(2Ç—2). ...(>—2 } ~n-± 

*• 2 . 3 .... h- 3) 

+ 2ç(q—iy-z± 9"-i| ’ 

où l’on prendra le signe -+- , si n est de la forme 4 p 
ou 4 p +5 : on prendra le signe —, si n est de la for¬ 
me 4/ 7 * 4 - 1 ou 4 > p-*-2. Les termes renfermés dans les pa¬ 
renthèses se suivent avec les signes alternatifs. On 
trouve, par exemple 

/ •ùr.sin JX ,/ 




4 * 


---a .—• 

pJj;.sin.rar 4 r V7T.r 

J SV, 3 ’ 

/"•Jjr.sin.ror (4— V^T)V 

J aV'ôT 4 

/* Jor sin.ror 4 rf4 —jV”)^T r 


*/ 3 

^ Jj7.sin.rj7 6 ^ 15—6.24 V~ -H 

}* • /3 \ lWÆl 

J aV ? V 9.7.53.1 

etc. 

; 

14. De l'équation 

( 2 qi). 2 q.( 2 q —1). 
2^. sin.ro: =i-I-— Y V y --— 

. . • (7 - 0 sin.rx 


1. 2. 3. . . 

... (7 +0 


(2?-** 0- 2 7 ( 2 7— 1) • 

•* ■-*■■■* ^ sin 3 rx 


i. 2. 3. . . 

• (7+2) 


, (2?-f-l)-2?-C 2 Ÿ—') • 

.(7-0 • 5rr 


I. 2. 3, . . 

.... (7 + 3 ) 



hk (2<7-4-1 )sin.(2<7— 1 )ro?-Hsin. (27-4- 1 )ro: ; 

et de 

ce que l’on a 



0 _( 2 7 -1 >.27.(27— 0 - 

...(7+1) ' 


I. 2. 3 . . . 

• • ( 7 - 0 


(27+ 0.27(27—1) 

• • • 9 oiw—i 


1. 2. 3 . . . 

•(?- 2 r 


(27+ 0.27.(27—!) 

• • • O7— 0 

\l ' f-ln—f 


T 1. 2. 3 . . 

. . ( 7 - 3 ) J 


± (27+1).(27—1)“"' 












. 4.3 

n étant un nombre entier positif tel que n <^-M ; on 
conclura depuis x = o jusqu’à = 


dx % su\.rx 


■ZCJ+l 


fin— i 

| 

(*»—i ).(*«—• 

. . 3 . 2 . 1 . { 


• • • 9 . 3 *—.Iog .3 

1 . 9 fr, . ; 1 ° © 




I. 2. 3.. 


■ ( 2< 7' +_1 )( 2, 7— I log.(2çr i)i;(2ÿ+l) ln " , ilog.(2Ç-»-l)J: 

on prendra -‘V' 1 "-*, si n est impaire, et —r""” 1 , si rc est 
paire. Les termes renfermés dans les parenthèses ont 
les signes alternatifs. On a ainsi .ees intégrales % 


r 


dx.\ 


3r.log.3 4 


j~*dx.siiu/x ^r5.log.3—5.Iog.5^ 


16 


Vj.'in» 5 / 5 s .log 5—5.3ll..g,3 


/ ^.sin rx f 

^ 


16 


r* 


etc. 


i 5 . On aura encore, n étant un nombre entier po¬ 
sitif, tel que n << q+i , 

a „r 

“ J *«.*1 


± 2/i(2 W—i)...3.2.i * ; 

( 2 ^^~ »).2y.(2y — I)...ÿ x 

1. 2. 3...(ÿ -Kl) ’ 




2. 3. .. (y +i) 
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O?-* l). 2 ÿ.( 2 ÿ— i).. (y— l) „ 
x. 2. 3 . . . (y + 3) • 


t ( Z q+I)( 7 ç—1 y +(2<j+iy» J ; 

où l’on prendra +r“ , si n est paire, et — r m , si n est 
impaire. Les autres termes ont les signes alternatifs. 
On en déduit ces exemples. 


/ 

/ 

/ 


*r27ar.sin.ra 

3r*.,r . 

* 3 — 

• 3 ’ 

'Jx.sin rx 

5 '*.*-. 


32 » 

dx.sin.rx 

I i5 .r*.7r 

X 5 

384 


etc. 


Si 72 =o, la formule précédente est remplacée par 
celle-ci 


■ 2*9 


/ dx.sin.rx 7 *_) ( 2<j ( 2 g — -*-i) 

X ~ 2 ( -I. 2 . 3 . . . ( ? +. 1) 


(2ÿ+- Q.2y.(2y— i)...ÿ 
I. 2 . 3... (y + 2 ) 

, (2y^- t).2y.(2y—i)...(y—1) 
1 . 2. 3. . . . (ÿ -H 3) 

± ( 2 ? +I ) : + :i 1 > 


% 









qui donne 
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/ 



T 


T ; 

<fo.sin.r 4 r 

3^ 


Te » 


etc. 


/'^T.sin,/ x 

16. L'intégrale /-dépend de9 intégrales 

(A) et (B) (n. GS i et 3 ), n étant zéro f ou un nombre 

entier quelconque tel que n *+• — <2.q-*-2 ; — étant une 

P P 

fraction propre. Nous considérerons le cas de = — % 

£ a 

pour lequel on trouve 

2"~V~» — f ( 2 ? 4 - l).Zy.(2?-.),„(?+ ,) 

y,+ j (2/1— l)l,2n— 3 )... 3 . 1 . ^ I. 2. 3 . . . ( ? -f l) 

—( 2 ?+ i).2y.(2y—i)...y „_i. 

I. 2. 3... (ÿf- 2 )' 

+ r 2 ^ 'WC 2 ?—o o 5 „_ : 

i. 2. 3 .... (?+ 3 )* 

± (29+0(29—i)”-^+(29+0”" »| : 


7 
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On prendra le signe +, si n est de la forme 4 /> ou 
4/?-»-1 ; et le signe —, si n est de la forme 4/ ? *+* 2 ou 
4 ^+ 3 . Les autres termes sont alternativement positifs 
et négatifs. On tire de là ces intégrales depuis # = o 
jusqu’à a^=C0 , 


/ 

/ 


dx.sxw.rx 


X V je 


-5 

dx.sxn.rx 


X 2 v X 


(3-^ 3 y 2 nr 
4 


(v'S—O .r^ 2. r n 
2 


» 


etc. 

Si 71=0, l’équation précédente est remplacée par 
celle-ci 

Var.sm.ra; __yj i\ay.( 2 y-^-Q....(y + i) 

1 2r i i. 2. 3 . . . . (ÿ-*- i ) 


rf- 


( i)2ÿ.(2ÿ—Q... g r 

I. 2. 

+ (zq-*- O- 2 ?/2ÿ— Q....Q— 1) _r_ 

j i* 2 . 3 ... « 3) v 5 

L’on a ainsi 






- 

17. Passons à l'intégrale J' où n est un 

nombre quelconque < j ; U est clair que cette inté¬ 
grale est nulle avec: x : Maintenant on a 

z*-. ^ 7 ^-L. ~ ■ ■('!+■ 0 

2 I. 2. 3 .... . . q 

. zq(2.q—i)(2q—2) . g 


J. 2r. $...{ÿ-4r i) 

2qf2q—i)(2q—2) ..( 7 -- 1 ) 
U 2. 3.. . \q~h- 2 ) * 


COS. fax 


27 cos.(2Çf— ?)rx>+cos.2qrx. 

Si on multiplie cette équation par et quon l’intè¬ 
gre ; le premier terme du second membre sera infini 
avec .r , tandis que les termes suivaDs seront finis entre 

les limites x=o^ #s=<p>., intégrale J' dx * cos ' rx p r | se 

dans ces limites est donc un infini de l’ordre 1—72 . 
On aura ainsi par l'équation précédente tous les ter¬ 
mes qui composent la valeur de cette intégrale. 

Soit à présent f i x ' co *: r * , n étant aussi < 1 ; il 
J X n 

est visible que cette intégrale est nulle aveç a;: ou a 
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aÆy» = (2? - -1) . cos.rjr 

I. 2. 3...(f -Hl) 

*. cos ,3rj7 

I. 2. O. . . (y H- a) 
(^-O ^ y-O- -j g rg .cos.5rx 

i. 2 . 3-..(?-♦* o) 


(2^-*-1)cos. (2^— i)rjc-*-cos.(2^-4-1 )/vr : 

fj x 

Multipliant cette équation par et intégrant, on 

/ - 17 + 1 * 

dx.cos.rx prise depuis .r=0 

jusqu’à ^ = 30 est finie et dépend de la formule (B) 
(n.° 3 ). Soit n = , on aura 


p âtjc cos.rjc 


*?•*• 1 


x .) ( 2 ^ 4 - Q.2y.(2ÿ—î) 

2r ( 1. 2. 3 .. . 1) 

( 2 g -f- i).2g.(2 tj — T 

* I. 2.- 3 ...(^ + 2) 3~ 

( 2 ?H- i). 2 q.( 2 q—i)...(ç—i) T 

+ 1. 2. 3 . ...(7 + 3 ) 


*- (2^l).- 7 ^ = +-=L= i * 

^ 2 ?—* J 


d’où l’on tire 


V 





49 


/ hc.cus.rx 

~v" 


jl! j-i? 

V ^3 J j 2 r ’ 


/ 


dx^'o&.rx 


Vf 

etc. 


24 


10 * 


Vz 


=—y./ 






18. Nous avons supposé dans les n. os précédens, que 
l’exposant de x dans le dénominateur était renfermé 
entre certaines limites par rapport à l’exposant du nu¬ 
mérateur: mais il est visible par ce qui précède, qu’on 
peut toujours avoir, quelle que soit la puissance de x, 
tous les termes qui composent la valeur de l'intégrale 
demandée. Ainsi on a depuis x—O jusqu’à x = 0O « 

”3 


pdxjùnjx i f\3dx.$\n.] 

J 1 


rx ^r.sin .3 rx) 


3.26 


3 . 2 G 


x 2.3.4 8 o 2.3.4 

d’où l’on conclut , entre ees limites , , 


-=co 


P / x 3 — sin.# 3 ^ , 3.26 r 

J (—— ) dx== izrir' 

19. Il est facile de ramener aux intégrales des n. 
précédens celles de la forme J*. 


p et q 


étant des nombres entiers positifs, et r, r des nombres 
quelconques constans. Considérons l’intégrale 

dx.M n.rx.c.os.r *x 


f 


prise depuis x~o jusqu’à x = co » et 



5o 

supposons r> r ; nous aurons, en vertu de l’équation 
2.sia.A\r.cos r x=.sin.(r+r)x+sm\r — r')x , 

/ dx sxn.rx.ros.r x _ j I il \/~lF~ 

^x I Wr + r 2 .Vr — r J J * ^ \ 


/ dx.sin.rx.cos rx 
x 


/ dx sin.rr.cos rx 1 _—— r _ 

= Y V 2 T (r+r) +—v'axf r—r) • 


Soit à présent r = r' , on aura 

2 .sin.ra\cos./jr ==-sin. 2 r.ac ; 

partant 

r- 


’ dx^\x\.rx,cos.rx 


II 

4 

’ //.r.sin.r^. cos.rar 

7T 

X 

4 ’ 

% dx.sin.rx.cos.TX 

y/x.r' 

.v/— 


Soit enfin r < / , on aura 

2.sin. rx. cos.r'^:=sin. {r^r‘)x —-sin. (r — r)x , 
d’ou l’on conclut 

/ dx.s\n.rx.c.os.rx / 1 I > / 

vÇT \ 2\/y+ r 2V r—r / ’ | 2 » 

/ dx.&\n.rx,c.QS r’x 

—,— 


f 


dx.sinsx.cos.rx 1 




^ 2 ir(r .—r) • 


\ 


/ 
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On peut remarquer que la valeur de l'intégrale 

^.sin.r^r.cos.r'j; . * , 

- x - ne contient point les cotfficiens r, r; 


mais qu’elle dépend uniquement du signe de la quan¬ 
tité r—r : M r Legekdre a considéré cette intégrale 
dans son ouvrage intitulé Exercices de Calcul intégral. 


pag. 36 1 . Pareillement la valeur de 


l'intégrale f— 


prise depuis x = o jusqu’à .r—co est indépendante de 
la grandeur du coefficient r, mais elle varie avec le 
signe de ce coefficient : Ainsi il est aisé de voir que 
l’on a 



f dx.tm.rx 

7r 


J * - 

" 2 ’ 

r q ... . 

f dx.stn.rx 



J x 

- u t 

r o . a , 

«y 

f^dx.s in rx _ 

TT 


J X 

2 


Il est encore important de remarquer, que la va¬ 
leur de l’intégrale définie peut paraître imaginaire, en 
cha ngeant le signe de quelque constante dont elle est 
fonction , quoique cette valeur soit réelle. Dans ce cas 
on doit introduire ces changemens de signe dans la 
différentielle elle-même, et chercher ensuite sa valeur 
intégrale. D’après cela, puisque sin.r.r est positif, nul 
ou négatif, selon que r est positif, nui ou négatif, 
on aura 
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lorsque r> o 


p ixjànrx J— 

J /T. -\Tr’ 


r= o . . . . 

r* Jx.sîn.rx 

J ✓~" ==o: 

r a . . . . 

r-JxM«jv _,/r~ 


; ! 

Considérons encore quelques autres exemples : on a 

sin.r^.cos.r'^= 

s\n.(r -t- 2 t')x sin.(r— Zr^x sxn.rx 

4 4 2 ’ 

de cette équation 
^=oo, 

on déduit, depuis o^ = o jusqu’à 

lorsque zr ... 

f'Jx.sin.rx.cosrx 1 tt 

J X 2 ’ 

r = 2/ . . . 

Pdx.sm.rx cos.r'x^ 3T 

J * ~ . âr » 

r < zr . . . 

f^dx.sin.rx.cos.r'x* tt 

J or 4 


Ces diverses valeurs ne dépendent que du signe de la 
quantité r— zr. On trouve de la même manière , et 
dans les mêmes limites, en vertu de 1 équation 



COS.Czr -f- 2r r )x COs. 2 .r'x 

-----•+■ - 

8 4 


coa.Çzr — 2r*)at 
8 


cos. 2 rx r 



V 


\ 
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'"V&r.sin ,rx. cos.r'x ir r 


— - a-- 1 

_ , r dx.s\u,rxc.o$j , x TT , 

lorsque ar> sr... /- 2 -= —. (2r—r); 

J x 4 

, Ptlx Mli,rd?.COS./ # J? 7T.r 

* r=zr "J - — - 

- -a 

, /'V.r.sin.r.r. cos.r'ar ir r 

2r < 3.r... J -^- =~~. 

Soit enfin 1*intégrale p ^ xstn ' r ^J os '' x p r j se depuis 

x = o jusqu’à : On a 

ë- 2 -— 3 oos.( 2 r-f- Sr') T cos.3 i*x cos/2r—3 r^x 

8 8 i6 

— 3 .ros.f 2 r-i-r*).# 3.cos./'r 3.cos.(2r— r')x 

7ü * 5 76 5 

On aura donc 

/ dX.MHSX. CO $yjc V7 f _£_ * 1 

VT ~WT ‘ i~“VW 3/ y / ^ r ~ ^zr—3r‘. 



etc. 


Si l’une des quantités 2 r —3/, 2 r—/, ou toutes les 
deux sont négatives, on écrira à leur place, dans ces 
valeurs , les quantités 3r— 2 r, r'— 2 r; ce qui résulte de 
ee qu’on a cos.( 27 *—3/ )x = cos.(3/— 2r)x\ 

8 


U 

eos.(2r—r').r=cos.(r'— 2r)x, et de ce que l'intégrale 


f 


Jx.s'm.rx cüÿ.rjr est réelle, tant que les nombres r et 


r sont réels, quelqu’en soit d'ailleurs le rapport. Cette 
remarque doit s’étendre aux cas semblables. 

Soit r==r\ on aura 


r- 


' dx,s\nxx. cos.rx ___log.r5 # 
x 16 ' 

Soit 2r=3r, on aura 


/• 


— =^-.log.2—~jA*+-lbg.r+log.cc (=—co . 


Il est facile de voir , par ces divers exemples, le 
procédé qu’on doit suivre pour avoir la valeur de 


l’intégrale J* 


d x sm.rq; co s r'x * procédé • qui se réduit à 

x n 


substituer à la place du produit %\n.rx J J son ex¬ 
pression équivalente en un nombre fini de termes 
de la forme sin.rj? ou cos .fx , ce qui est toujours 
possible, p et q étant des nombres entiers. 

20. Nous terminerons cet article en appliquant h 


l’intégral Q P r i se depuis x=o jusqu’à #=co , la 

méthode avec laquelle M. r Maschekoni a trouvé la valeur 

, , , r*dx.smxc -j-, . , 

de 1 intégrale / ——— . En mettant pour son de- 
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veloppement en x , et intégrant, on a 


i—rc î—n 


/ — d-n 4—« 

g X * _ X X Xx 

x n 1—ri 2—77 + j,2 ' 3 —/Î 1 . 2.3 * 4—/î + • • • * 

Cette intégrale est nulle avec #, lorsque n i. Sup¬ 
posons donc t? < i : Intégrant successivement par rap¬ 
port au facteur e~ x dx , on a encore 

/ * _ e __ ne n(n+ i)<? n(n t) (n 2 )^ 

or" *** ^ **-»-* *** 

.X 

.±^(^+0(72+2). . . (72 +772— ^(n+TTZ— i) 

OÙ 77 ? indique le nombre des termes qui precedent le 
dernier; et l’on prendra le signe supérieur ou l’inférieur, 
selon que m est paire ou impaire. En faisant sur cette 
équation les mêmes raisonnemens rapportés au n.° 1 . 
on verra que cette expression est aussi nulle avec x . 
Soit 07=772= CO ,* l’équation précédente donnera 

—X 

(Jx —* 

J ^ = ±n(n+i)(n+2)...(n+m —2)(n+;n—i) J *» 

le second membre devant être intégré sans addition 
de constante arbitraire , et en y substituant pour e~* 
son développement en a-, en posant co après 

l’intégration. On aura donc 

e fix 7 1 —Pi- n î- 

= ± 7î (^+l)(72+2)...(72H-772 2 )(t2H-772 — I ) 1 -*-«*.— 

/v 7 j 1 — m——n 2 — 


[.2.(3 772-«) 1.2.3.(4-772-77) 


*~f~ .. , — — .1 

i.2.o...(jt— 1 ) v— m —n - ‘ 
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v est le nombre des termes , et l’on prendra le signe 
+ ou le signe — selon que ce nombre est impair ou pair. 

Soit m paire, et soit i/=m, le terme général du 
développement précédent, multiplié par le coefficient 
n(n+i)...(n+m —i) , deviendra 

n (/z* 4 - i) (n 2 ) (jn «f- m • — 2 ) (n -fr m — 1 ) 1 __ T 

i 2 3 * * * rn—i x* (—*) (— n ) ’ 

en posant 

(« -4- TO—2) Çri -+-/ 7 Z—f) 
m—1 a;" 


12 3 


Les termes qui suivent à droite, et ceux qui précè¬ 
dent à gauche , sont respectivement 

T x T x* T _ x* _ 

l n ’ ~~rn 2 —n ' m(rn + 1 ) 3— n m(m -4- i )(rn -f- 2 ) ’ 

T m —1 T (m — i)(m — 2 ) T (m — i)[m—2){m — 3 ) 

_ 1 ~(i x — 2 — n x* — 3 — n x z 

Ces deux suites deviennent, à cause de x=m= co » 

T T T 


1 —u 2 —n 3 —n 

T T T 

1 + 72 2-4-72 3 *4- 72 

On aura donc 


• » 


[_L_ 

I 

_ 4 

r 

1 

r 

1+72 

2+72 

3+72 

|_L_. 

I 

I 

I 

[1— » 

2 -72 




ou plus simplement 

—X n—r —n 

/ e dx _ /« u 

-=T. / - .Jw; 

or" J i-ï u 

en faisant z/ = i après l’intégration, et x=m= CO dans 

la valeur de T. Soit -n= — ; on aura T = -p= 

2 V TT 

I 

2 /jf-—- — t 5 partant p . En faisant 

J "* ja ./ 

J/e_Z, . Par la formule précédente on 

pourra toujours avoir la valeur approchée de l’intégrale 

f e -ZT\ n étant une fraction quelconque. 

â ~" aT 

Nous remarquerons ici , que l’intégrale J* —— prise 
depuis x=o jusqu’à a;=oo, a, comme l'intégrale 
J* J x.cos.aX ' p r 0 p r j^^ (j e n’ètre point indépendante de a . 

M. r Mascheroni dans la première note de son ouvrage, 
insérée dans le troisième volume du Calcul intégral de 
M-* Lacroix , a trouvé que le second membre de 
l’équation 

/ -*dx „ x 1 X* X* 

- = 0,57721 5 -..-*-Iog..r— x+ -7T^ + "Tû—< —•• 

* 1 • * 12.2 î . z . à.à J .2.0.4.4 

est nul lorsque #=co • En faisant directement le même 
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/ 


calcul sur l’intégrale 

âxe 


f—. 


on a 


- = 0,57721 5 ...-*.Iog.tf + log.o:— ax+- 


a. 3 x 3 


r.2.2 i. 2.3.8 

ou le second membre est nul lorsque 07 = 00 : d’où l’o 
conclut depuis oc=o jusqu’à x = cc , 

('dxr~~ aX 

J X = — Io g-°—log.fl—-o, 5772 i 5 -=:co; 

, . — a'x — aj- 

fdx(e —e ) 

J x - “log.a —log.tf . 



V 
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ARTICLE DEUXIÈME. 


21. Le procédé par lequel M. r Mascheroni a in- 

tégré les différentielles * —-— cesse d’être pra- 

ticable, lorsque le dénominateur devient une fonction 
de la variable à plusieurs termes; ainsi, par exemple, 

la différentielle ne saurait être intégrée par ce 

procédé. M. r Laplace qui le premier en a donné l’in¬ 
tégrale définie depuis # = o jusqu’à # = oo , y est par¬ 
venu par des considérations si élevées, qu’elles ne peu¬ 
vent se présenter qu’au petit nombre de Géomètres ca¬ 
pables d’embrasser d’un coup d’œil tout le système des 
mathématiques. Nous allons proposer ici une autre mé¬ 
thode, qui met en évidence l’origine de tous les termes 
qui composent l’intégrale , et montre les intégrales dé¬ 
finies plus simples, desquelles dépend l’intégrale pro¬ 
posée. 

On a, en développant —--en série descendante, 

Lx m 7 - 4 - jc- 3 




r dt.cossx n j 

1 ___“• 1 ri /** nr\c w* 

.[_!_ 

m* 


J m **-X x J ^ 

1/iWOir ut/ 

I * l 

5 f 4 

cos SX à 

- * - r J 

f*dx sinr# 

x . 




m A 

— COS.r# 

r.sinro: 

r*co$.rx 

T - 3 

4 - -- 

- f- 

— m j 

t Hxî~~ 

6.2.x 2 

6.2.1.X 

5.2. 

1 J 

1 

f — cos rx 

r.s'n.rx 

r 2 cos.rx 

r 3 sin.rx 

+ 7724 < 

[ 5 j s 

”** 5 . 4 .a :4 

5.4 .6.x 3 

5.4. 

:6.2.x 2 

-*■ M 

î 








Chaque ligne horizontale est l'intégrale des termes 

/ ./r.COS rx r'.lx.QQSSX 7, T , , . . 

-,— m z l -» etc.; M est la constante ar- 

x % J 

bitraire qui doit rendre nulle l'intégrale avéc oc. Pour 

/ rfx.cos.rx 

+ rï’ une autre ma¬ 
nière. Soit # = , on aura, en mettant pour cos.^-^ 

son développement, 


fdx.cos.rx 

pdz cos r 

2 dz / 

r\ 

* ... A 

1 m 7 - 4 - x 7 - 

J i+m 2 z 2 J 

i-h m 2 z 2 \ 

1 . 2 .z 2 

I.2.3.4.z4 * J 


=—-. arc. tang. mz 

m 

r 2 mr 2 . 

-. arc. tang. mz 

2z 2 

H m 2 r^ m 3 r 4 

+ —-- ; —--g— arc. tang. mz 

3 . 2 .3.4 Z 3 2.3.42 2.3.4. 

r e m*r e mV 6 . m^r s 

5.2.3.4.5.6.Z 5 3.2.3.4.5.6.Z 5 “ 2.3.4.576.2 2.3.4.5.ti.' 


arc. tang.m* 


4- N; 





§1 

oaob sms aO 


en notant qu’on a 

i i 


*7? 1 


- m*z*) 


> 72 * m 1 * 

z- IfH TU-zr i? 


etc. 


/ 


JV est la constante arbitraire, qui doit rendre nulle 
l'intégrale , lorsque z=cc . Maintenant nous remarque¬ 
rons que si l’on met dans tous les termes du dernier 

' ' „ j - 

membre de l équation ( i ) , au lieu des fonctions cir¬ 
culaires, leurs développemens en 'x, et quaprès cette 
substitution on intègre les termes affectés de l'intégrale 

/ <Jx.s\n.rx T 

-—- ; on aura «ne fonction de puissances ascen¬ 
dantes et descendantes de x, qui sera identique avec 
la fonction correspondante de —, qu’on obtiendra en 


mettant dans le dernier membre de l’équation (2) le 
développement en z de 1 expression arc.tang.mz. Les 
équations ( 1 ) et ( 2 ), transformées comme on vient de 
dire , n’acquerront aucun ternie constant par les subs¬ 
titutions indiquées : les constantes M et N resteront 
donc les memes. De là il suit que la valeur de la 
constante M , lorsque a=o, est la même que la valeur 
de N , lorsque z = cc» en vertu de la supposition 

x — — • mais lorsque z=co , l'équation ( 2 ) donne, 
l’intégrale en z étant nulle à cette limite, 




f m*r 2 m ^! 4 

mr ~-rnr 

m ‘ ,S . . . * (e \ 

2f/i\ 

^ 1.2 

l. 2 . 3 . 40,6 ) 2W\ 2 ) 


9 
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On aura donc 


mr —w 

, 2m \ 2 J 

Lorsque oc=zo » l’équation (i) donne 

/ dx.cos.rx i / m 3 r 3 772 V 5 \ pdx.sm.rx 

—r- -=M -( mr+ - 5 +-ô—,•*■•••)•/ - 

m x -t- x 2 m \ i. 2.3. i.2.3.4.5. J J x 

mr —mr mr —mr 

_ 7T fe + e \ (c —e \ P^r.^n.rx 

2 \ 2rn / \ zm JJ % ’ 

. . /"* dx.SWï.rx 7T 

et puisque, lorsque x = co , on a J —-—=-y- , on 
aura enfin dx.cos.rx T ' 


Ç. Jx.ro*.rx ____ ,r__ e _„,^ 
J 7W? t- 2/7* * 


22. On a de la même manière 


/ , xdx.sin.rx C* , . f I m* m 4 \ 

-;-; =/ tf.r.sin.Ar ( —-— •*-—--... J 

m* -t-x 2 J \ x x 1 . x h J 

_ C dx.sxn.rx 

J ~ 


a xx mV.cos.rj; 772V 2 /“* dx.sxo.rx 


mVin.rj; 772V.cos.rj; m /> r*.s\nj'x m^r z .cos.rx iw'M /Var.sin.rjr 


4j;4 4.3. j; 3 4.3.2^r 3 4.3.2.I.# 4. 


r?7*r4 /V 

zrr.y " 


Pour déterminer M dans le cas de x=o, soit xssz — , 

Z 

on aura , en développant sin. » 

/ xdx.smx x r dz /_r_ ^^_ r* t \ 

m 2 + a 1 y 1- ™ 2 z 2 V z 2 **" a.*. 3 . 2 * 1.2.3.4.Ü.2* ' / 
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r 3 

1 . 2.3 


— m. are. tang. mz 


•— —i -/72 arc 

3^* z 


j 

tang.mzj 


r* 

1 


J m % mi , 

— e~t *+■ tu -m 5 arc.tang.7772 

.52* 3* 3 * & 


Cette équation donne, lorsque z=cc , 


AT 5T m3r3 1 7T 

-• 7727 ** 4 --_ 

2 1 . 2.3 1 . 2 . 3 . 4.5 \ 2 


Lorsque jt=co > la première équation devient 


/ xdx.w n.rr 1/» .+ e 

—— 


mr ~mr, > f wr 

L^l.,-1 M + LüJ. _ 


donc enfin 


/ #<^rsin.r:r -t- 

- = — . 

772* -+-.T 2 2 

En faisant 772=1 , on conclut le théorème de M. r Laplace, 


I + * 2 J! r 


Par le même proeédé en trouve 

/ 

Nous avons tiré ces exemples du mémoire de M. r 
Laplace sur les fonctions génératrices , les intégrales 
définies , etc . Paris * septembre 1811. Pour connaître 


ûta.sin.Tvr t ( 1 

x(/n 2 -+-X* ) 2772 1 | * 
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les intégrales, qu'on déduit de r on peut 

J x 1 -t- m* 

consulter ce Mémoire, ainsi que le n.° 43 du nouveau 

Bulletin de la Société philomatique , et l’ouvrage de 

M, r Legendre intitulé Exercices de Calcul intégral, Paris, 

1811 . Nous remarquerons que cette intégrale dépend 

„ a rdxj>\*i.rp . „ j . f* dp. *. • , 

elle-meme de / -, et de /- - , ainsi qu on 

J x J ii- m'x 2 

a pu le voir. 

Aux intégrales indiquées par ces Géomètres on peut 

r*i/x.sw.rj, P côs./'x C*X'/x,s\n.rx F , cos>*. 

joindre les suivantes, / - - -——, / - - --- 

qui peuvent se développer, lorsque p et q sont des 
nombres entiers positifs, en un nombre fini de ter— 


r /.r cos.ro: 

f'xEr.'iin.rx 

J *+- X 2 \ 

) m 2 h- or* 

x=o jusqu’à 

jr=CC , 

a r 

r* éxstn.rj . P4>s.. 

'or _ -S" ) 

•+■ o; 1 

8/7i [ 


I 

--£“ 2 ' 


fVor.sin.ro;. cos.ro; _ t f 


* 


. Pdx.sin.rx. cos.rx tt f i , , s 

</.../---=-—- 

^ J m 2 *+* x 2 brn l 2 
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â -m(r + 2r f ) 


. P x dx.sm.rx.cos.r 1 # t Ç t 

^ r J 4b 

1 

+ e -m(r-zr')^ r mr j . 

Pxdx.sin.rx.c.os.r'x 1 t Ç i T 

r=2r .../ -,-:-s= — • <- e~2mr + - mr y 

J ni 2, •+■ x % 4 \ 2. e J 

, P xdx.sit\.rxA'A*s.r x m- Ç i 

T <T2.r ...I ---- == — ( p — rnCr^zr') 

J 4 b 

23. Passons à l'intégrale J* dx.e x% prise depuis 

x=o jusqu'à X=cc CM.' Lai-lace, n.° 43 et M. r Poisson, 
h, 5 o du nouveau Bulletin de la Société philomatique J* 

a 1 

En développant e ^ on a 
__ a __ 

dxe X = Çdcce^i i ——fL_ 

J \ 1.2^4 1,2.3,** 

=fj* e -* X 

T ' { “7 - *f ~ XX à*} 
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2 

i.— \ S?"* 3* ’ 3. 


_,fL f. 


1 . 2 . 31 5 ^ 


5.3.jc 3 


2 3 r* — / 1 
5.3. i.» 5.3. i J 6 dx ] 


+ 3/; 

Pour déterminer M, lorsque l’intégrale est nulle avec 

i 

Xs soit ac =—■ , on aura , en développant e z* t 
z 

"a*i 

-x 2 - 

dxe 


-x -T rdz — a 2 z 2 f i i 

x ~ = /-- e < —— ih——*- t "*-ô— r 

J Z 2 \ Z 2 1 . 2.24 I. 2 . 3 . 2 « 

V' ' ' ' ’ fN ' — 

f f~à 2 -z 2 p _a* 2 z -> 

} 

+j_ r g ~ al «* ^ 2 ».a 4 

i ^ 3z 3 3z 1.3. J J 


_ if__ 


2 * a4 <? 


-2 5 cf 5 . 

735 j û 


} 


3.5 z 3 


i.3.5.z 


1.2. ^ 5z 5 . 

.. 

N ; 

Cette équation donne, lorsque z^co ♦ en notant que 


dze 


dans ce cas on a le dz= 


a f e 


’ Z 2 V*T 


7X7_ —V-T r 2’ ^ 3 -rt 5 -2i. rr? X 

=: — —, f 2 Û "t*- -4- — -c _L, t + , , , > : 

2 X 3 *1.2.3.5 1.2.3 3.5.7 j 


:M. 


V 


% 




6? 

Lorsque ^r=co i la première équation donne, en y met¬ 
tant pour M cette valeur , 

/ dxtT^ ** + HO. 2* a« 

~~ 2 1 1 i + i .2 • 3 


2^ 


al 


1.2.3.4 * 7.5.Ü 

_ 2 a a 3 __ 23 " 5 24 « 7 1 

1 3 1.2 5 3 1 . 2.3 7.5.3 * ■ 


Multipliant le numérateur et le dénominateur de cha¬ 
que terme du second membre autant de fois par 2 , 
pour que ce nombre soit élevé à la même puissance 
que a , l’intégrale précédente se réduira à 


r 


— X* -- 

>e & 


VV —2dr 
=— • e 

2 


f dx * 

_ * ^ T •«- X* v 

2 4 • Soit encore x dx. e znx prise depuis 
> ... . . r 

a==o jusqua x=co 1 on aura , en développant e zn* * 

L 2«2T 

•} 


_1_ f 1 \ 

J' x 2 dx.e ' 2r,x 


x 2 dx.e 2n 


1.2.(20#)* I.2.3.(2/J#) 3 

I X 


~J * 


dx.e 





68 


A* 

' r # 

r 2 /z 

J 2 * 2 

f x'^dx.e^} 

l % 

J J 




_3_ 
Bx 2 


T+nkrf* 2 dxe "} 


3.2 nx 


I 

X X 

r 2<; .. 

X 

_3 . 2/1 

2 â /? 

i. 2 . 3 .^ 2//) 3 

I .L 

I 

l 

5* 3 5 . 3 .zn.* 2 

5 . 3 .i.( 2 »)* * 3 


I 

or 


-ittwT* z ixe 2,, \ 

•*-. 

H- M ; 

Pour déterminer M, soit .r=— , on aura, en dé- 

z 

T 

veloppant e 2ru t 

i x i 3 t « 

fx~ T ~Jx.e~~ Zr . z~~.e~ T7z . e ~dz= 

f Z ' j I " t "20ï~J.2.(2Bz)* I.2.3.^2flz) 3 ”J 





+ N; 


en faisant z = oo * et observant que dans ce cas on a 

1 Z 

2 


f z 


dze =V 2/2.T , cette équation donne 




24 




” ( 2n I 3.(z//) 5 1.2. * 5.3.(2tf) 5 1.2.3. * 7.5.3.(2/7)7 j" 

Lorsque jc= üo » on a par la première équation, en y 
mettant cette valeur de M % 

> (Jl 

f x~~axe\'+*'=afZiï ji-+ - 

vl [ 2/1 I,2.(2») 1 I.2.3.^2«) 3 J 


: 3 f. 


:== ^imr, e 


lo 
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Par le même procédé on trouverait la valeur de 

* en la faisant dépen- 

dx e V /, la- 
quelle se réduit en général l’intégration de la différentielle 

zk -t / l-t- X* \ 

x 2 dx, e ' 2nx ' , k étant un nombre entier 


/r-»- \ 

l’intégrale J* x' dx e > zns ' , 

« 

dre de l’intégrale connue J*x 


quelconque. ( Voyez l’ouvrage cité de M, x Legendbe , 
pag. 364 ). Au reste on peut remarquer, que les deux 
à 1 _L. \ i-h x* | 

intégrales Ç dx e , C x dx e I 2nx ^ se 


réduisent l’une à l’autre par un simple changement 
des variables. 


25 . Les intégrales rapportées dans cet article, et 
celles qu’on en déduit par la différentiation , ou qtfi 
s'y rapportent par la décomposition du dénominateur 
en facteurs, dépendent visiblement des intégrales 


J* Jx.^ yx ^ j' e * ^ % L es développe^ 

mens dont nous nous sommes servis, én ramènent 
l’intégration aux procédés ordinaires, et mettent en 
évidence la formation des coëffieiens numériques qui 
affectent les transcendantes circulaires. 

On peut appliquer ce procédé à la recherche des 



valeurs d’autres intégrales définies, mais on aura en 
général des sériés , qu'il ne sera pas possible de ra¬ 
mener è l des expressions connues en termes finis. 
Nous nous bornerons aux deux exemples suivans : 
On trouve par les développemens du n.° 21 ., ces in¬ 
tégrales , depuis «r=o jusqu’à x=CC ; 


dx.cos.rx 7i 

riXjVJ Vû 


* dx.sin.rx x 


wr i y/ T Ç 2 mr 2' l m 1 r* 

n m i ~ 2 ? \ n r-3.« a 

_2 ^ H.rnt.r* \ 

uh.b.n 3 î.d.ô.jn 4 * J 


1 Ÿ tt \zm 
rn ) 2r J n 


zmr 2 * m % r a 


1 3.5 M l J,3.5.7.n4 j 

où l’on voit j que les coëfficiens numériques du terme 

TT dx 

*7= , qui provient de la différentielle ------ . 

*mn r {m r,x)Vx 

sont cos.—, sin. — ; mais les coemciens qui affectent 


" •• U JL. 

le terme V - T -, dû à la différentielle -, ne 

i 2r . . VT 

paraissent pas de nature à être exprimés en termes finis. 

26 . La méthode exposée au n.° 21 peut être généra- 
liséé de la manière suivante. Considérons l’intégrale 

/ dx.sin.rx . , . _ , . 

—-— , prise depuis x = o jusquà # = cC ; en dé¬ 
veloppant —-—en puissances descendantes de la va¬ 


riable, et intégrant, on a 


/ dx.sm.rx C j f i m rr x ) 

-= / dx.sm.rx j-—— ... I 

x**-m J (x x 2 x* J 

dx.sm.rx 

Î sïn.r^r rdx.cos.rx -j 

■ +r J "T-} 


sin.r# 

r.cos.rx 

r* f* dx.sm.rx 


2X 2 

X 

2 . 1 J x } 


sîn.rjr 

r.cos.rx 

r 2 sin.ra? r 3 f *0 

r x ro<t.r.r\ 

3x s 

3.2.x 2 

3 . 2 . 1 .x TTTiJ 

■ * 1 

sin.r^r 

rcos.rx 

r 2 sin.r^r r 3 cos .r# 

r< 

4-^4 

4.3.a ; 3 

4.3.2.^7 Z ^ 4 .3.2 l.X 

4.3.2. I 


M étant la constante qui doit rendre nulle l'intégrale 

avec x. Soit x=~ t on aura, en développant sin.— 
et intégrant, 

/ . . dz.sin. — _ . 

dx.sm.rx _ f* _z _ C dz f r ^ r5 -j 

x-*m J z + mz 2 J 1 -t- rnz \ z 2 1 .2.3*4 J 

= — T |-^- 772.log.24-/72.log. ( I +Wz) J 

< 2 > -m J .log.z + m 5 .log.(. +mz )J 

r 5 ; r ï m m 2 m 3 ^4 

...-—-!-H-—-1-—. . 

I.2.3.4.5 ( 5 z 5 4z4 3 z 3 2z 2 z 

—m 5 log z+m 5 log.(i+mz) | 
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N étant la constante qui doit rendre nulle l'intégrale, 
lorsque z==oc • 

Maintenant j’observe que si dans le dernier mem¬ 
bre de l’équation (i) on met pour sin.ro; et pour 
cos.ro:, leurs développemens en x, et quon intègre, après 

cette substitution, les termesCe 

dernier membre deviendra une fonction de puissan¬ 
ces ascendantes et descendantes de x, avec une suite 
de termes constans , devenus apparens en vertu de 
cette substitution. Pareillement si l’on développe les 
termes log.(i 4 -/ 722 ) dans l’équation ( 2 ), le dernier 
membre de cette équation deviendra une fonction de 
puissances ascendantes et descendantes de 2 : Or ces 
deux fonctions de x et de z doivent être identiques ; 
Il suit donc que les termes indépendans de x dans 
l’équation ( 1 ) , transformée comme on vient de dire, 
doivent être égaux aux termes indépendans de z dans 
l’équation ( 2 ), On aura ainsi 

) 


mais lorsque z = 00 , lequation ( 2 ) donne 
JSf = sin./nr. log.m ; 


r 3 / T r 

nr -— 1 4 - — +— 

1 . 2.6 \ 2 à 

r/ z 5 r s f r 1 

- ü - r ( I -*■—+-T + 

1 . 2 . 3 . 4.5 \ 2 3 


partant 






i.2,3.4 5 V 4 3■ + 4 5 J) 

Telle est donc la valeur de la constante I, pour 
que le dernier membre de l’équation ( i ) soit nul avec 
x. Lorsque x = oo , cette équation donne , en obser¬ 
vant que dans ce Cas on a ( n.° 6 ) 

f* lX àn.rx tr f* dx.cos rx . , 


cos./72r-+- (A+lo^./ra/^sin./nr 


i \ 2 3; 4 5 ) 

Ofl trôuve de là ttiêine rtianièrë* et entré les thè¬ 
mes limites x==o , x= GÔ , 


1 . 2 . 3 . 4 . 5.6 V 2 3 

En faisant attention que l’on à 


on trouve par l’équation (P) entre les limites x 




/ dx.sw.rx j ( m *r$ / I r \ 

'~T~-— \mr.+ —^„i i*-«-I 

jt 2 -h m 2 m | 1 . 2.3 \ 2 B / 

iwV 5 / i r i i\ 

+ -«=7( I+W-'*' "jr* —“ + -G- i4r . 

t,&,3IÏ5\ 2 3 4 5 / 
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4 


-c- 


mr —rsinr 


O- 


et par l’équation (Q), 


V.ros.rj; 


ri 

J X x *+• m* 
c’est-à-dire 


• piçi mrV^i 
2 m 


cos.m/V^—1 log.(— t) 


/ dx.cos.rx ^ ir 
x % +.m 2 zm 

On trouve pareillement 


. e- mr . 


/ xdx.co s.rx _ m'r 2 f 1 \ m t r t / i lli t \ 

* % +m % 1.2 ^ I+ Ty + i“I 34 \ I+ T + T' < ‘ 7 J 


mr _mr 


27. Les intégrales précédentes peuvent être mises 
sous une autre forme de la manière suivante : Soit 
x+m=u , on aura 

_ pdu.sin.ru . rdu.cos.ru 

———- cos.mr .1 —-sin.772/'. I — ; 

* + J u J u 9 

/ dx.cos.rx _ pdu.cos.ru . P du. sin.ru 

-;-=cos.wr. / ---f- sin.mr. / -: 

les limites relatives à la variable u sont t/=m, i/=:o: 
En développant sia.ru, cos .ru, et intégrant on a 




/ Jx.s\n.rx f T m* r 3 77 ? 5 r 5 

- =cos.mr.{ -— mr+- --r-r-**-.. > 

x 4- m L 2 1.2. 3.3 j .2.34.5.0 J 

. f . _ m % r 2 /724 4 77?® r 6 

— sin.mr <—A—log.mr-*--— —«4-—r——7-7- 

^ 0 1.2.2 1.2.3.4.4 1.2.34.6.6.6 

/ 


dx.cos.r.v 


> f A l 772 * r 2 7724 r 4 

COS.772/’. ' — A—log. 7727 ’+-~ .. , 7 T — j-r— 

x-t- m ^ 1.2.2 1.2.34.4 1.2.34.6.0.6 

«3 r3 7»5 r5 


772 3 r 5 


en notant que lorsque z/=co » on a (n.°* 2 et 6) 


. r T 

4- sin.772/'. ^_-mr4- i 233 


1.2.3.3 j. 2.34.6.5 

r4 7/4 


r- w 

log.w--1---- 

0 I 2.2 1.2.344 

Ou tire de là 


.=—A—log.r. 


mr —mr 

J x x +m x \ im /V I.2.3.3 1.2.3.4.5.6 J 

mr —mr 

( e —e \ /m- r 1 ^ tt ?4 r 4 ^ 77? s r 6 ^ \ 
y \ 1.2.2 12.3.4.4 1.2.3.4.6.6.6 J 

mr * —mr 

-C^)( A+l0 ^)’ 

mr — mr 

f*xJx.cos rx f e — e \ f 772 3 r 3 772 5 r 6 \ 

J JF 2 4-772* y 2 / 1.2.3 3 + 12.3.4.5.5 + ’ ’ * / 

mr —mr 

( e + e \ /Tli 1 T* 7724 r4 772® T® \ 

2 / \ 1.2.2 + 1.2.3.44 + I.2.3.4.5.6\6^ * * / 



En comparant ces diverses expressions avec leurs 
correspondantes dans le n.° précédent, et en écrivant r 
au lieu de mr , on a les équations suivantes, vraies par 
identité : 


/ r r > 

1+ r5 ( 

' I 

T * 4 - . - * 

1 

r 

^ ’ \ 

V 2 3 > 

’ 1.2.3.4.5V 

1 “ 1 
, 2 


~4 

à J 


f r* r* r 6 1 

=sinr. ;---_1__. . I 

l 1.2.2 J.2.Ü.4.4 X.2 3.4.5.6.O **J 

f r 3 r 5 "1 

s-cos./'. { r— - 1 --- - V . 

1 1 .2.0.3 1 .2.34.5.5 j » 

~) — i‘Z3^( ,+ "T + 

r * f T I I r r \ 

" *T +T . 

= sin.r. ïr -C— +.—-__ \ 

l 1.2.3.3 1.2.34.5.5 . j 

f r» . H r« •> 

— COS.r. < ----- 4 - ___ 1 . 

11.2.2 1.2.3.44 1.2.3.45.66 • • • * j ’ 

r+ .:h( ,+ T—x) + ïir 5 (* + -r + T + i) + • • 

(e r -*- e~ r \ f r 3 r 5 "1 

;^‘ f 7Xâ3 + 7.1.'3. 4 .5.^ + ./ 

( er-e-' \ f r» r< r 6 1 

\ 2 1.2.2 + 1.2 3.4.4 + l.2.34.5.6.6 é# 'j ’ 






7 8 


lL( l+ J-)+^( l +±.+-L + ±.) 

1.2 \ 2 / 1 . 2.3 4 \ 2 3 4 y 

r 6 f i i l t i \ 

+ i.2.34.5 6 \ 1 T"" 3 ” + T + _ 5 '' < " 6 'y " ’ 

/V— r'X / t* r* \ 

=%——y .y 

( £+£\ / + ' 6 \ . 

2 1.2.2 + 1.2.34-4 1.2.3,4.5.6.6 1 


r-t- 


Tx( I+ -f) + li( , "-^ + -5-) + . 

_ f r* r* r* /î 

C 1.22 1 . 2.33 I. 2 . 3 . 4.4 * J 

28. Si dans les équations (P) et (Q) on fait m né¬ 
gative , les intégrales se présentent sous forme imagi¬ 
naire. Pour éviter cet inconvénient , intégrons la diffé¬ 
rentielle ^ x ' Si - ' r — en deux parties ; premièrement de- 
x—m 

puis #=0 jusqu’à x~m\ ensuite depuis x = m jusqu’à 
#=CO . Pour avoir la première partie, soit x = 


on aura 


^z.sin.. 


/ , . tfz.sm.,— 

dxsin.rx _ r z 

x — m. J (rnz —i)z 

cette dernière intégrale ayant pour limites z = co % 
z = — . Développant sin.-^- et intégrant, on a 






flfe.&în. JL 


79 


Z 

i 

f ^ 


r 3 


(nu —i)c 

_ y 

./U - 

1 l Z 3 

I.2.^z4 

I.2.3.4.5.Z 6 

r i 

= r 

lo g( 

f 

m —« 

< 

f)} 



zi_r__L_ 

1.2.3 j. 3i’ 

m 

4-H - 

Z<* 

w 3 

- 1 - 772 

Z 

3 log. ^772 

-f». 

r5 f 

I 

m 

/72 2 


m 4 5 , 

I.2.3.4.5 \ 

5-2 5 



“+*-H - 

2Z 3 

"T - + "* 5 Jog. 


,og ( m —r)} 


-+• Const. ; 

lorsque z = :c , cette équation donne 

Const. = — sin.ror.log .m ; 
On a donc depuis z=co jusqu’à z = ~ 

- • \r n, 

depuis x — o jusqu’à x~m , 

'<Jjr.sin.rx 


ou bien 

* ! ( à Y 


/ 


= sin.772/\ log.o —sin.mr. \og.m+mr 


m * /. . * ï\ w»r* / I j _ 

1.2.3 ( 2 3 ) + i. 2 ,34.s( I T"*"3 -+ —. . . 

Pour avoir la valeur de l’intégraledepuis 
x = m jusqu’à tf = îO,. soit x~m = u , on aura 

■rJus.^.n, r<f«s,n.m 

J x-rn —SID mr.j +c o».mr . J - ; 
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les limites par rapport à u étant u = o, u = ce , le se¬ 
cond membre de cette équation est connu , par ce qui 
précède . On aura ainsi depuis x=m , jusqu'à x— « , 

J'‘ lx - s ' n - rx — _ ^A+log.o+log.r^ . sin.m/--+- ~ . cos .mr. 

En réunissant ces deux parties, il résulte entre x=o- 
et x=zo • 

(R) j' J x -" n - rx = .JL-. cos.mr — ^A+log.mr^. sin.mr 

mV / I î \ 

+ mr -T.Tjy'+T*—) 

m s r s / i V t i "Y 

■“mA+bQ 1 '*' ^ + 3 4 à J 

Par le même procédé , et entre les mêmes limites ^ 
on trouve 

( s ) = —, sin.mr— ^A+log mr^ sin.mr 

=£ 0 *t) 


v y 

m* r* f i i t 1 _ i \ 

+ 7I3^C IH " 2 + 3 4 5 6 J ■ 

29. En additionnant les équations (P) et (R), on a 

entre les limites ^ = 0, # = co * 

/ xdxsin.rx t __ _ 

-- = —.. cos.mr : 

x* — rri 2, 2 

En soustrayant l’équation (Q) de l’équation (S), on a 
entre les mêmes limites, 


( 2 ) 


(Jx cos.rx Tr.’ixo.mr 


/ Jx cossx _ 

x* —m* ~~ 


m z 

V 


\ 


8 i 

Si pour avoir la valeur de ces intégrales, nous nous 
servons des équations ( P ) et ( Q ), en y changeant 
m en —m, lorsque le dénominateur x+m devient x—m, 
nous aurons 

/ xdx.sin.rx i Xdx.sin.rx i Xdasin.rx 

x 2 — m 2 2 J x — m 2 J x+m 

log-O—O 


-- cos.mr • 


sin.mr; 


expression qui devient , en passant des fonctions cir¬ 
culaires aux exponentielles , 


(3) 


/ . xdx.sin.rx 
x 2 — m r 


T — mrV _ i 


On trouve de la même manière, par l’équation (Q)* 
/ , . pdx.cos.rx t — mr.V i 

(4) J “wzT* 

Il est remarquable , que si dans les intégrales 


/ 

/ 


xdx.s\n.rx 


x 2 •+- rrr 
da r.cos rx 


2 

T 


x 2 •+- mr 2ni 

on écrit mV —i au lieu de m , on tombe sur les 
expressions ( 3 ) et ( 4 ). En mettant les intégrales 
' xdx.sin.rx /Vtf.cos.nr 


/ xdx.sin.rx C àx.i 

x 2 m 2 ’ J x 2 

f 


sous cette forme 


x* •+■ m 
xdx.sin.rx 


x 2 m 2 
dx.c os rx 


. îcos.mr _i + i.sin.m/V—i 


/ dx.cos rx x ( __ __ . /_ I 

—-- =-. {cos.mr v_i + v_i.sin.mrv—, [ : 

x % -i-m 2 2m ( j ’ 


_T_ 

2 m 



&2 


on voit que lorsque m devient mV~ y on ne doit 
prendre que la partie réelle de ces expressions. 

3 o. Nous ferons ici quelques remarques, qui parais¬ 
sent de la plus grande importance dans l’usage des 
valeurs des intégrales définies : c’est que ces valeurs 
peuvent ne pas être exactes pour certaines valeurs 
particulières des constantes, dont ces intégrales sont 
fonctions ; et que les divers procédés qu’on peut em¬ 
ployer pour arriver à la valeur des intégrales définies, 
ne sont pas également propres pour donner tous fi a 
termes qui doivent former l'intégrale définie pour ces 
valeurs particulières des constantes. , 

Nous avons vu ( n.° 8 ) que l’on a entre les limites 
x —o, —co y 


f 


dx.cos.rx 


TTr 7Tr 



Si dous faisons //2=o dans l intégrale 

* Jx.cosrx TT 


f: 


- ni 2 - zm 


nous aurons 


/ Jx.cns rx v 

~^~ == ~ == ^' 

valeur qui n'est point identique avec la véritable —_ — . 

O 2 

Si, pour arriver à la valeur de l’intégrale dximrx 
nous considérons la double intégrale fjlydye . cos.rx, 


nous trouverons , en suivant le procédé de M. r Laflàce, 
(Mémoire cité au n.° 22.J 

/ dx.cos.rx y/ÿ ty 

expression qui est plus près de la véritable que celle- 

. T 

C1 Xo ’ mai ^ s n est P as identique avec elle. 

En faisant 772=0 dans les deux équations du n.° 21, 
par lesquelles nous avons trouvé la valeur de l’intégrale 


“* dx.cos.rx 


» ces équations deviennent 


/ dxs.o&xx co a.rx f* d.r.sm.rx 

— -* r 'J ~ * M ; 

/ dx.cos.rx C t 

d * cos -T 


z 2Z 3 i.o.+.sî s ■ 2.3.4.S.6.i s 


où z— — : Lorsque z— co , on a 


N = z=s — —M-, 

O 7 


ainsi la première équation donne , lorsque ,r=co , 

/ dx.co&.rx r Tr 

—ô T' 

résultat qui est exact. 






H 

En faisant 772=0 dans l’éguation (n° 29) 

/“* dx.cos^rx 


y ~*dx.cos>rx tt 

X* — zul 


. sm.mr, 


on a 


f 


dx.coa.rr 


Tir 

2 


valeur inexacte , qui provient de la manière dont nous 
avons déduit la valeur de l’intégrale m “T? car 


lorsque 77?=o, les deux équations (Q) et (S) sont iden¬ 
tiques t et l’opération de soustraire l’une de l’autre ne 
peut conduire à rien : mais si l’on met dans l’équation (Q) 
m-t-i) au lieu de m , w étant une très-petite quantité, 
dont on néglige les puissances supérieures à la pre¬ 
mière, on arrivera , en soustrayant l’équation (Q) de 
lequation (S), à cette équation 


r dx.cos.rx _ I (/ T yr \ 

(x—v/)(x'*~ m +• v) 2 rn \ m 2 J 


—T.sin mr — (A+log.mr) u.r.sin.mr j ; 

En y faisant m=o , et, après les réductions auxquelles 
cette valeur donne lieu, faisant aussi «=0, on aura 



V 



3 i. A l’aide des valeurs des intégrales C— 1—5 

J 3? —tU* ’ 

/ xdx.s\o.£x 

’ on P eut trouver celles des intégrales 

/ ' .■r.sin./x s > x f'xdxxm.rx } cos .rx 

m* J -- 'P et q étant 

des nombres entiers positifs ( n° 22). Mais on doit 
observer que la première de ces intégrales peut 

conduire à 1 intégrale j' —JL—y qui, prise à la ma¬ 
niéré ordinaire, donnerait, depuis jr=o jusqu’à x=co , 
un résultat imaginaire , ce qui porterait à conclure que 

!>• . / 1 dx,s\n,r ^co sj’x , 

1 intégrale J -- est ima gînaire entre ces 

limites, tandis quelle est réelle. Pour éviter cet in¬ 
convénient , on intégrera la différentielle —~_ en 

X x - 772 2 

deux parties, premièrement depuis x=o jusqu’à ; 
ensuite depuis x=m jusqu’à x=oo • Pour avoir la pre¬ 
mière partie, donnons à l’intégrale cette forme 

f~' - ~~1 ’ log - - ~ log. Const. 

cette équation donne, entre les limites x=o , x=m, 

/,T^r= Z • log.o - ^ . log.27» . 


12 


w 

Pour avoir la seconde partie mettons l'intégrale sous 
cette autre forme 

f (x-m)-^og.(m+xyC.OTKU 

d’où l’on tire, depuis x=m jusqu’à jr=co > 

——— -=-L_ ]og.o+ — . log.2m . 

Ainsi l’on a entre les limites #=o, x=»cp- 

/ dx 

- SSB o. 

D’après cela on trouvera , par exemple, 


/ dx.cos.rx tt . » 

—-- =-. sin .zmr ; 

x* — rn 7 - 4 -rn 


etc. 


32 . On a (n.° 28) entre les limites cc=m , x=co • 


*dx.sin.rx tt ,. , . v . 

- = — . cos .mr —(A + log.r *+• log.o) sm.mr; 


r 

J x—m 2 

on trouve de la même manière, depuis x=m jusqu’à 
x =*— 00 • 

T 


/ 


dx.d\n.rx ir /Ai i \ • 

= — — • cos.mr— (A+log.r+log.o)sm,mr ; 

d’où l’on conclut depuis x = — co jusqu’à 07=4-00, 

/ dx.sm.rx Pdx sîn.rar 

- =TrGOS.mr= I -- 

x — m J x+-m 

On a pareillement entre les mêmes limites 

/ dx cos.rx . Cdx.cos.rx 

--- = —• 7 T. sm.mr = — / -. 

X - 171 J X ■+■ fit 


V 


Le procédé du n.° 26 peut servir pour avoir le dé¬ 
veloppement'en série d’autres intégrales, telles que 


/ âx>s\ nrx f* Jx.cos.rx 

(J (*+,„)* ' etc - Nous nous bornerons ici 

à faire connaître l’avantage qu’il offre pour donner d’une 
manière plus rapide, que par les méthodes ordinai¬ 
res , la valeur approchée de quelques séries divergentes. 
33 . On a 

fTT^ = f e ~“ dz l 1 -* 1 * z4 -} 


-- f i 1 2Z 2.T 1 

e aa l —-*• .f y 

\ O a 1 a* J 

_ e -a. f t \ z% ( 4.3.Z 2 4-3.2^ ^ 4.3.2,r *^ 

\ a a 1 a 3 a* a 5 J 

+.*. 

Const. ; 

d’où l’on conclut depuis z= o, jusqu’à zs=oo, 

/ dtr -* 9 _ 1 1.2 + x.2.3.4 1. 2 . 3 . 4 . r 

1 -f- z a a a 3 a 5 a7 +"••••• 

On trouve, entre les mêmes limites , 

/ idze- at 1 1 . 2.3 1 . 2 . 3 . 4.5 

1 -+-2 1 a a fl* a 6 

Pour avoir la valeur approchée de ces suites , inté¬ 
grons de la manière suivante : 
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/fS-/*'- {■*-***»■ 

e -az r> à 

~ z~~ a J " 


' dze- a * 
Z 


(0 


e~ al 

ae-** 

fl* £— 

4- 

01 r 

”3?““ 

3.2.2* 

3.2. I.Z 

3.2.1 7 

e -az 


fl* 0 -®* 

fl 3 

5z 5 * 

5.4 .z 4 

5 . 4 . 3 .Z 3 

5.4.3.2.Z* 




fl4 


5.4.3.2 


t/ 


dze~ a * 


+ M; 

-ZWT étant la constante qui doit rendre nulle l’intégrale 
avec z. Pour la déterminer, faisons s = - 1 - , et dévelop¬ 


pons £ 


, nous aurons 


fi-i— =_ fi _1^= f J x - | 

J I+î l J n-ar* J f-* 11 ! x i,z, x i * 

= — arc.tangj; 

+ a | log.ar-log.(n-jr 2 )| 

(a) ~ 7 ^ arc.tang.xj 

ÏZ 3 j~ -l°g.*+^-log.(-i *** ) [ 


\ 



■TZ^l-ir + -T arc.tang.* j 


«9 


-W* 

iV étant la constante qui doit rendre nulle l’intégrale, 
lorsque x=co ■ Les termes indépendans de 5 dans 
l’équation (1) sont 

nUa~?L( t +-L-+jJ) 

1.2.3V a 3 / 

I 


ft s / 

I.2.3.4.5V + 2 


4 -)- 


3 4 

Les termes indépendans de x dans l’équation (2) sont 
N. On aura donc (n.° 26) 

M=N-a + ^- (l+~ + 

i. 2.3V * 3 y 

» 5 /- 1 I x I \ 

'•a-3.4,si 2*3 *~*~r . 

Lorsque x=<x >, l’équation (2) donne 

AT T 

JS= -. cos. a; 

2 

partant 

M=~.cos.a-a->-—/ 1+-L-+-L) 

2 1.2.3 V 2 3 / 

û 5 / I I I I \ 

1.2.3.4.5 \ + 2 * 3 . 

c’est la valeur de la constante M pour que le dernier 
membre de l’équation (i) soit nul avec s : lorsque 
z = oo , cette équation donne , en notant que l'on a 

dans ce cas (n.° 20) = —A—log.A , 






/ 


9 ° 

16 -7= (A + log a)sin.a •** cos»a 

—àOH-^-r) 

a > f 1 1 1 1 \ 

+ T + TV + "‘- 

expression qui peut être mise sous cette forme (n.® 27) 

/ lie—a z # y 

^ = (A log û)sin.û •*- — . cos.a 

f ** 

— sin.a . { -- 

[l.2.2 1 .; 


2.3.4.4 


a 6 

r.2.3.4.5.6.6 


—«cos.a . < a — 


1.2.3.3 1.2.3.4.5.5' 

On aura de la même manière 

z.dze- az •7T . / k * \ f 

1 + “ * sin,a ~~ ( A "*■ lo S- fl ) sl °- û 


] 


/ zdze 

TT 


J a»_ Oj_ 1 

1^ 1.2.2 1 .2.3.4,4 "** I.2.3.4.5.6.6 .J 

) 


. f a 5 a 3 

“ Sm- *( a ~ i^3 + UJ+51S ‘ 


Soit a= 1= au rayon R du cercle, on aura 

r — 1.2 + i.a. 3.4 — 1.2.3.4.5.6 +. 

T 

= —— • cos .R + A . sin.it 
2 

“ SID- ^ [iZI 1.2.3.4.4 + 1. 2 . 34 . 5 . 6.6 “ * • * j 


—• COS.il l I 


I 

1.2. 3.3 


1.2.34.5.5 . 

% 
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i — 1.2.3 + 1.2.34.5— I.2.3.4-5.6.7 * 


= — . sin./t —A.sin.# 
2 


,n . f—- \ — 4. _I_) 

( 1.2.2 1.2.3.44 1.2.34+5.6.6 “Y 


sin .72 J1 —+ —-— 4--1_. 

| 1.2. 3.3 1.2.54.5.5 


En poussant l’aproxi relation jusqu'au- douzième eifre dé4 


cimal significatif, on trouve pour les limites des séries 
précédentes 


ï 1.2 -+- 1.2. 3 .4 — 1.2.3.4. 5 . 6 -+-... =0,621 449 624 236. 
1 1. 2.3+1.2.3. 4. 5 —1.2. 3.4.5.^.7+...=o,343 279 002 556;’ 

en rapportant ici la valeur connue de la suite 


1 1 + 1.2 — 1.2.31.2. 3 .4 —... =o, 4 o 3 652 63 y 676..,,, 

( Calcul intégral de M. r Lacroix, Tout. 3, pag. 481 ) 
On aura les limites de trois suites divergentes f remar¬ 
quables par l’analogie qu elles ont avec les dévelop¬ 
perons du cosinus, du sinus et de l’exponentielle e~*. 




ARTICLE TROISIÈME 


34. No» allons présenter dans cet article quel¬ 
ques exemples d'intégrales définies dont on obtient la 
valeur par un seul développement, en arrêtant l’inté¬ 
gration de chaque terme, dès qu’on arrive à une intégrale 
définie connue. G est ainsi que M, r Laplace a intégré la 

différentielle e .dx.cos.rx en développant cos.ro:, et 
arrêtant l’intégration de chaque terme à / d xe X \ 
Il a trouvé par là, depuis o?=o jusqu’à o: = cq 1 


/ 


dxe 


* V~ — — 

. cas.rx — -. e 4. 

2 


Développant sin.ro: , et intégrant depuis o:=o jusqu’à 
x = oc > on trouve également 

5 Tl 


f 


dx. sin.ro; =—l r 

* l 


1 f r 3 

2.3 


3.4.5 4.5.6.7 

( Voyez l'Ouvrage cité de M. J Legendre, pag. 363 .J 
On a pareillement 


} 


/ dx.e-°*. sin.rx r , / r 3 ~ 

--- = f dx . e -~ (,_- 


r 5 #4 


3 1.2.3.4.5" 


a * C 


** ( _£_ 2.1 \ 

1.2.3 ‘ \ « a a U 3 ) 


\ 


r 5 

* 1 . 2 . 3 . 4.5 6 


if- 

4* 3 4.3.^ 4.3.2.jr 4.3.2. i\ 

a a 2 a 3 ~ y 


ce qui donne, depuis x nul jusqu’à x infini, 
f* Jxe~~ ax .s\i\.rx r 

J -I- = arc.tang.—. 

On aura ainsi, par ce qui précède, la valeur des intégrales 

J*dxe * sin.ro; ^.cos./o/. J' dxr- a *.Mn.rx .<;» 

' • i 

p et q étant des nombres entiers positifs (n.° jg) , et 
les limites des intégrales étant zéro et infini. 

35 . Soit l’intégrale f ——p r i se depuis x=o 

jusqu’à 07 = 00, on aura 

r±£^2î^ = r dxe - —_^ 

J x J \ f 1.2 1.2.3.4 * * J 

_1 o 2 4 * o z x 3 a ♦ 

— log.o:— ax+ -—. +---... 

1.2.2 I.2.3.3 1.2.3.44 


_ r 2 c x 1 | __ aj . 

1.2 [ a a 2 1 * e 
r* r x 5 3x 2 
1.2.3.4 * l 7 2 


3x 2 3.2.x 3 ,?.ji 


Const. ; 




dx.e 


94 


lorsque x=o, on a Const. = —Iog.o-~ log. 

par conséquent on a depuis x nul jusqu’à x infini 

r 


dxe~ ax .cos.rx 


= — Iog.o-— log.(a* +r’ )— A, 

en observant que l’on a, lorsque x — co , ( n.° 20 ) , 
lo ë .x-ax+— • • = — A—log.a , 

° 1.2.2 1.2. 3.0 0 

A désignant le nombre o, 577 2i5. 

On voit par cette valeur l’ordre d’infini que prend l'inté¬ 
grale proposée. On a également depuis x=o jusqu’à 
x = co, 

dx.e~ a ' T cosj'x 


/ 


- Iog.o — —log. ( a * + r* ) — A ; 


on aura donc entre ces limites 

/ dx{ <?” a ' x cos./\r— e~ ax .cos.rx ) 1 . / a* + r 1 \ 

- 7 - T lo s{jr^r) ■ 

De la valeur de l'intégrale J 'dépend celle 

—— 2 p - — q 

dxe~ as .s\r\.rx • cos.rx ‘ 

-, p et g étant des nombres 


de 


r- 


entiers positifs. On trouve ainsi, depuis jusqu’à 

x=cc , (n.° 19 ) 


x . 5 in.rar. cos.rx 1 . f 

—-=ir lo n 

On a encore 


(a x + 4r* y/a 1 -+-4(r •+- r f )* • Va 2 4- 4(r—r') 1 î t 

a*(o*+4r'*) J 





kJ 

J' Jxe—'.coi.rx ^ < -» . cos.rj jj' r-'fa.eog.rx _ r J'Jx J! -* ! ,m.rx 

/ ■)x.e- a *. sin rx _g*" sin-r* ('dx.e-°*.s\n.rx P dx. e ~°* cos.rx 

* ~ a J - 7 - +r J -* 

d’où l’on tire depuis x = o jusqu’à x = cc* 

/ 'Jxer‘ ax cos.rx \ f 4 i •) 

^ +r a ) + log.o | —r.arc. tang.- 

/ dx.e—' ax sin./vr r r i 

- -—- =r — a. arc. tang. — — r[ A + —] 0 g. (a' + r 1 ) + log.o 

/ Jx.e- a *(cos rx —co s.rx) a / & + r f£ \ r 

- *r- T-log. ^•^-^j + 7 -.arc.tang.—- 


— r . arc. tang. 


£ dx.sx 


.sin .ra.(e mm * tx ~-e m **') r 


r i r 0* •+- rM T 

=T ' lo S- + * • arc - tan S- — 


— a . arc.tang. — . 


36 . Soit l’intégrale J —j-——. dx y prise depuis x =ro 
jusqu à o:= i ; posons log.jr=—-z/, nous aurons 


— I ) dx 




cette dernière intégrale ayant pour limites a = co. 

*>—»!/_ j 

z/ = o . Développant -—, on a 


— i ) <•-« , 


= f e«du\-n + ^L 1 

J l 2 i.ï .3 


9 6 


•" • {- e ~î 


1 . 2.3 


- U 1 — — 2.1 } e~ u 


T — . j _ „> _ 3«- - 3.i.n -3.2.1 )«-■ 


f 


t- Const. 

Lorsque w = co , la constante est .nulle; on a donc 
depuis u=oo jusqu’à u =o 


---— . du=n —.-- —- 


n4 


r=log.(l +n) 


234 

Voyez l'Ouvrage de M. r Legendre, 370, pour les 
intégrales qui dépendent de celle-ci. Puisqu’on a 

f n^rr dx = l0 s-( I+ra ) ? d * =log-(i^), 

on aura en soustrayant la première intégrale de la se¬ 
conde 

■*-*(£=)•; 

résultat trouvé par Euler , et duquel il a tiré de 
nombreuses conséquences. (Mémoires .de Pétersbourg 
pour l'an 1775 ). Nous remarquerons que la valeur 


V 



de cette intégrale définie combine avec l'intégrale du 
n.° 20 




Iog.a — 1 og.a 


On trouve dans les mêmes limites x = o 

; ;i;;- .• - • . ~ 

r d < xn j i ) 

J c ^ 1 l^*-*-* j 1 



r 


(x m — x n )d x 

F 

( iog.x yr 


r 




2 




3 7 - Considérons encore l’intégrale J* </x ( lo ê- x ) n prise 

depuis x=o jusqu’à ^=00, n étant un nombre en¬ 
tier positif. Soit n = x , et intégrons la différentielle 
proposée depuis îr= I jusqu’à x = co nous aurons 



X X 


f ÏO g-* I \ 

\ 3^3 32 ^3 J 

f _ l °g-* _ \ 

\ 5 * 5 52 J 


Gonst. 



9» 

Cette équation donne entre les limites x=ï, ^=t=co 


/ 


'dx.fog.x i i 

7 +x r ~ 1 _ 


Pour intégrer la même différentielle depuis x=o 
jusqu’à x=i, soit x = on aura 

Z 

/ Jx \o{*.x _ /' dtJcrg.t 

n-* 2 y i +- z* 1 

l’intégrale relative à z ayant pour limites z=. oo » 2 =^. 
Or on a dans ces limites 

/ dz.\oez T I * r 

ih-z* 3 2 5 * 7 * * #? 

on a donc, depuis jc = o jusqu’à a?=co « 

'’V.ar.tog.,# 


/■ 


: O, 


valeur nulle par identité. 

On trouve de la même manière 

*^7 *■•■■) (X) 
(r?) 

dou il résulte, depuis jt=o jusqu’à ,r=cc , 

/ <&rlog.s’_ . / lit \ 

—-H 1 "-•••;• 

En général , puisqu'on a 


V 




=— T ( ,og * *"■ («_i)i3Ji—...jj.,J 

* i (ÇVlip'V-fcÿS- 

- »i|î“* 3 ^£-,. - •("-O;-*-..) 

1-.; t t 

*****••• ^ *- • • • • 

+ Const. ; 

on en conclura, depuis x=i jusqu’à .r^oOi 

/ dx. \o&.x n _ f J _ 

TZ7> =1.2.3...nji ___ + _ r __i_ +-;< J 

Faisant ensuite x =. e t intégrant depuis z =03 
jusqu à z=i, on aura entre les limites x=o, x =t 

/ dx.\os.x n . s 

y ^n+i ynf t / f 

d’où l’on voit que lorsque n est impaire, on a depuis 
** = o jusqu’à „r=co 


intégrale nulle par identité. Lorsque n est paire, on 
a dans les mêmes limites 




100 


/ dx.\o%.x n q 


* 5 "+ 1 7 "-*- 1 


Si l’on avait 


/t 


*7.r.log. ! 


prise depuis æ=i jusqu’à 


on aurait, en faisant \o%.x~u 1 , 


w 

u 1 du e u% 

/ t 

i i 

J 

V<r“* 

*** ^6« a 

= ^E t 

r i- — 

i 

_L_ .* \ 

2 I 

^ ’ÔV 3 


7 V 7 J’ 


l’intégrale par rapport à u ayant pour limites i/ = o, 
w = CO . On a également depuis x = i jusqu’à a: =co , 

J -+*- ~ V * V *3 *5 *7 V 


/ £?#. lue.- 

-S 3 T ; 


cette dernière intégrale ayant pour limites zéro et 
l’unité. 

38 . Passons à présent à l’intégrale f p r i se 

depuis x=0 jusqu’à ;r=co , n étant < a. Il est clair 
que cette intégrale est nulle avec x sans constante 
arbitraire. Or on a 


V 


\ 


IC 

/ ^fa.tang.rj __ log.(coi.ry) n f'Jx.]og.(cos.rx) 

r*" "" r J » 

on a aussi 

log-(cos.Ar) = — log.2 cos.2/\r—< — cos.47'# 


-T" COS.6^ —cos.8ro; 
° 4 


partant ^ 

/ fetangr# log.(2cos.r;r) « P dx f , 

ITT TJ 1 cos. 2 /vr— - cos.4ra: 

i i \ 

+ -g-cos.brx —cos.8/\*+...J ; 

aÎDsi l’intégrale proposée est ramenée à celles du 
n.» 8. Soit n=i, on aura, en développant les termes 

/ dx.cos.2rx Pdx.cos.Arx 

— ÎT-.etc. 


1 CO 9.2rx 

H - 


dx.sin.2 rx 

rx 

J 

X 

cos ^rx 

2 r 

dx.sin.^rx 

2rx 

J 

X 

cos.ôrx 

a r 

âx.sm .6rx 

3 rx 

2 J 

X 

cos.Srx 

2 r 

dx.sm.8rx 

4 rx 

2 J 

X 


Par le raisonnement fait déjà plusieurs fois', "on 
prouvera que le second membre de cette équation 
sera nul avec On a donc , lorsque * = co, 

/ âkr.tang rx Ç ^ 

>4 




on a ainsi ce résultat remarquable 

/ ^jr.tang .rx _ t _ f > dx.s\n,rx 

1 — 2~~ J x * 

On peut parvenir très-facilement à ce résultat, 
observant que l’on a 

tang.ro: = 2. (sin.2ro;—sin.4ro; + sin.6ro; — sin. 8 rx + 
On trouve pareillement 

yr/i _ ± 

J y/x i r \ y/2 ^3 V% V 5 

/ £ Sr=<- Æ - 

En général puisqu’on a 

log.(sin.ro:) = — log.2 — cos.2ro:—• -^-cos.4ro; 


—y- cos.Gro: - 


log.(tang.rx) =—2 £ cos. 2 ro:-*—^- cos. 6 rx 

Z — 1 I , 1 

-=- cos.ioro;-*-— cos. i/lfx+ ) 

5 7 J 

on trouvera depuis o:=o jusqu’à x = co » 

_ __ y/x . Iog.2 y/ 


(A )j*dxe x . log.cos.ro: : 


* TT f 

V 


e~ 9 r * e~ l6r * 


J dxe x ~- Iog.tang .rx =—. Vr . r ' ' • 




-v 1 



o3 


Y“ 25 r% e 49 r * x 

5 * 7 f ‘ ? 

fdxe-*]. log. sin .ra? =s — ~~~~~ ■ (~ r ' + e ~ 


e 9 r * ^ \ 

s_ —7~ *•)• 


En .différentiant ces équations par rapport à r, on 
aura les valeurs des intégrales J xdx e ~ x '. tang.rx , 

J'xdxe . coséc.rx, J' xdx e~ r \ cot.rx ; exprimées 

par des suites qui seront en général très-conver¬ 
gentes. _ 

3 9 . Nous terminerons par une classe d'intégrales qui 
se présentent sous forme finie. M.' Laplace a trouvé 
depuis x = o jusqu’à x = ce » 

/ dxcos m rx tt 

1 -h X 2 2t r ’ 

on aura donc entre ces limites, en substituant les 
expressions de log.cos.r, Iog.tang.r.* , log.sin.r, rap- 
portées dans le n.° précédent, 

/ J*.log.(côs.r* ) r âx / r 

1+X 2 J j-i-x 2 *‘ l "COS.27*0?— -^-'COS.^r.T 

"î 1 I 

* - 3 - cos.bræ — ^ COS ,8ra: + . 



io4 


__ TT^og.2 t jr_ fjr_J[__ + J_I T 

2 2 2^4 r ^ 3e 6r * 

expression qu’on peut mettre sous cette forme 
P dx.\og.(cos rx) tt . f e”+- 1 1 

(') J —7^— =-- lo s- 

on aura semblablement 

2 X r^g-Çtang.rx) = _r__ f. 

V V H-J?* 2 ° ’ 

(3,/^'jiâ^-J. .,o s .(£^l) . 
Différentiant l’équation (i) par rapport à r, et écri¬ 
vant ensuite -^-et /rar, au lieu de a? et de r, on aura 

( /\ P xdx.tan^.rx 7r # 

J m 2 -*-x 2 e 2mr -t- I ’ 
si mao, on retombe sur l’intégrale 

/ fifo.tang.rjr tt 

^ 2~* 

on tirera de même des équations (2) et (3) 

. ^ v Pxdx.coséc.2rx. 7T. e 2mr 

J m 2 + x 2 £4'”'- — 1 r 

/ ^ A P x ^ x * cotJ, x r 

J m 2 -t- x 2 — i 

On parvient immédiatement aux valeurs (4)# (5) 
et (6) en observant que l’on a 

tang.ro; = 2 • ^sin. 2 rx—sin.4ror+sin.6ro:—sin.8ro:-»-...^; 


\ 


io 5 

coséc.rx = 2 . ^sin./v*:4-sin.3/v» -*-sin.5rj--i-sin.7r.r ( 

cot.rx = a . ^sin.2re+sm.4rx*sin.6rx+sin.8ra:+...^ . 

On peut tirer des équations (4), (5) et (6) une 
suite d’intégrales analogues à celles qu’on déduit de 

l’intégrale /’fiïï». 

J ni 3, ~f~ x 3 

De 1 équation (2) du n.° 29 on déduira entre les 
limites æ = o, x=oo , 

/ ^jr.log.2cos.rr 77- X . ï , 

** — ^ 2m • ^sin. 2 / 7 i/'——. sin.zfmr 4-—. sin, 6 mr 

-. sin.8/7îr +■.^ ; 

log.tang.r* tt / . 1 T 

~ 1T • ^sm. 277 zr**- -j-. sin.6mr 4-— .sin.iomr 

•t- . sin.i4mr-t-.^ ; 

7 / 

/ ^.Îog.îsin.r^ t f . i . r 

“ * ^sin.2mr + sin.^mr4-— sin.6mr 

**• — sin.8mr4-.^ . 

Substituant dans les seconds membres de ces équa¬ 
tions au Heu des sinus leurs expressions en exponen- 

tielles, réduisant et mettant pour sa première 


valeur ir % il viendra 







ioG 


/ 1x. log.2COS TX __ TTC 

x 2 — m 2 2 

<skr.log. ta r 


</.r.log.tang.r:r x 2 

“* “ ' 4^72 * 


— /72 : 

'/#.log.2 sin rx 


jl 

4-m 


Tf 

2 


X 2 OT a 

Faisant r=o dans la première de ces équations , on a 

/ dx 

^—^-7-= o, (n.° 3 i); partant les valeurs des intégrales 

/ dx.\ og.cos.r* rdx. log.sîn.r^r . _ 

’ J ' V - „» ’ P riSCS de P uls « = o jusqu'à 

^==C0i sont les mêmes que celles des intégrales 

/ dx.\og zcos.rx r*dx.\dg,2.s\a.rx 

" À 1 — ** " ’ J ' ' * P nses entre les mêmes 

limites. 

Pareillement l’équation (i) du n.* 29 donnera entre 
les limites # = 0, x = 00, 

/ *</#.tang.r;r f \ ~ 

— S==7r ' ^ cos * 27Wr — cos.4^2/’+cos.^wr—...)==— f 

/ xdx.cosécsx f r\ , m, \ 

— a - > = *.( COS.772/'+COS.0772r+C05.5/72/’-*-. . . . j= O • 

/ xdx.cot.rx f \ T 

-£T—r — f co$.2mr-t cos. 4- cos. 6 mr +... J== —. — 






TABLEAU 


ÏO7 


Des valeurs des intégrales définies les plus remarquables 
contenues dans ce JMémoire. 


1 

f 


d xsm.rx 

yfx J 2 r 
dx.s\n,rx T 
2 

dx.sin.rx 

xVx 

dx,sm,rx 




: r .( 1 —A—log.r—log.o)=co .(*) 


/ 

/ /Jx.ûn.rx ( Lorsque n < a, voyez l'équation (A) 
** I du n.° 1. Si n a , voyez le n.° 7. 


/ 

/ 

/ 


■ COS.rj r _ ^ TT 

Vx | 2r 


dx,cos.rx 


•A—-Iog.r—Iog.o=oo « 


dx.cos.rx 1 T.r 

o 2 ' 




(*) La lettre A représente le «ombre 0,57721$,» (n. ç s). 


LIMITES 

des intégrales. 


X= O . 


X=CQ - 


io8 


/ dx (cos.r’x —cos.r#) _ . , 

—---- = log.r — log.r. 

dx.fcosxx —cos.r^r) ir , > x 

—i--- 4 =— . (r—r ) . 

/r* 2 ' ' 


f 

f 


* dx.cos.rx f Lorsque n < i, voyez l’équation (B) 
x n [ du n.° 3 . Si n i, voyez le n.° 8. 


/ 


^.sin.r^r 


= Vcô. 


'--H'-î-— 

etc. 

/ dx(sin.r'x* — si n.rx* ) i ( J T ]/1T\ 

Vi "“'Il mJI' 

f • > J_ f /T l/T" I 

J ~~~ ** 4 { , r , T 1 J 




jr _ y * 

2r | 3 r 


etc. 


/è=î , = i toe .co^[A.l»g. a ,j = co . 

/ ^.(sin.rar 1 — siri.r#* ) I i i , , 

- - -^=- r log.r--l_Iog.r. 


LIMITAS 
des inlégralet. 

.. i 

X = o, 
.r=co . 


V 



I 


sin.rj 7 *—sin./'j; f ) ==s 

(y -o | 4 

I. 2.(y-*-2) Y_ J 6 r 


_ _j_ J 2 ?( 2 ?—0-y. 

2 T 2 J Ï— 1 j il 2. 

2 ?( 2 ?—0-(y— 0. 


rfl f 


/ s/jf.sîîvra* _ T.r 

“ 

/ <akr.sin./\r* 

Ï 4 “ _ 

/ t/gr.sin i \r 6 3 .tt.j 
16 


—c.^oi .ci 


4 

{ ° I Jl.'Ü 

ir r 3 


etc. 

* 7 # sin.r# 4 


= T ’ 3 log.2. 


/ _ 

.{ S 4Jog-*-9Jog.Jj- 

' .*&o 

/ dfo.sin.nr 6 r* ç i «z o i 1 

- ?—~~ • { 2 7-l°g-3—32.1og.a J . 

etc. 

/ ‘/ar.sin.r # 1 y _ | ’ —~ v 

-^ 

/ ^.sin.rjr x r f - 

■wr-f" 


\ T :: V 


fË±d 
i * i 

i 5 


109 

i'rt r 

.DlO 


l 


U 

o.‘\.nÎ8.‘±.^a r \ 

' L 


LIMITES 
des intégrales. 


X = O, 


O 7 SSS 00 • 

2 r*\ 


. 3 t 3 






V 


lîï 


f 

r 


dxs\n.rx r.W^ _t) ^ — 

X 2 Vx 2 ' 2 * r ' 

etc. 


_ i m étant un nombre entier posi- 

Jx.s m.rx' n i tif, et n un nombre entier ou 
\ fractionnairte, voyez leâ n. os 10 
lit} 12 } i3; 14 -? i5? iG; i8. 


dx.coa rx 


✓côV- lV-I,— 


4 I r 


= iv^-+Z i y^L + _!. 


4 i r 16 | 2 r 


f 
/ 

/ 4 g.(o(Mj-g~—cos.r‘/) t SJ~Ï |/~\ 

_ “tut 

/ dx.(cos.rx*— cos./'jr 4 ■) , f,/ T f/~5F 1 

<Tx ~ V • 1» ry ~S 

L/YZ-ÆV- 


Vi 
etc 

dx.(co$.rx —co s,rjt ) 


etc. 


16 îr f ar'J 

/ .Jx.Çm.tx 1 —sin.r'j 1 ) j i/1T t y - 

V'x 4 | r ~4 » ~~ ’ 

r 


% dx. (cos.rx ^— sin.r'^) 
— - ' 

y/x 


= JL yZ r - 1 / T 

4 J r 4' 1 r' 


LIMITES 

des intégrales. 



07 = 0, 

o?=oo . 


I 12 


/ , ix.cos.rx” i / n 1 \ \/ r 

^3 + y/ï)* — - 

/ dx.cos.rx i f 5 1 \ ./ t 

__ =s= _.(' io + ^_ v&j-inï- 

etc. 


/ -- f m étant un nombre entier positif, 

dXjCos.rx | e(; n un nom b re entier ou fraction- 

* n I naire , voyez les n.° s 17 et 18. 


* .si n .rx.cos.r'x x 


'dx.sm.rx.cos.rx t 


* pdx.s\n.rx.cos.r'x 

r<r... I ---= °' 


, P dx.s\ n .rx.cos.r x x 

-T" • 

* pdx.sm.rx.cos.rx t 

r=r 'J * T * 

* P dx.sm.rx.cosx'x 

r < r J -—-- = °- 

, pdx.sm.rx.cos.r'x * 

r> r... I -= — . 

J X 2 

* C dx.sm.rx.cos.dx 3 t 

r= 2 r...J --- =-g. 

/ » . i x 

fifar.sin.rr.cos.r # 

-— ~r • 

X 4 

/ J^r.sin.rj; . cos./*# ___ trS 

7 4 "‘ 

/ ^.sin.#* . cos.r# 3 log.l5 

x Î6~ * 

etc. 

/ __ p - rq ( p et q étant des nombres 

dx.smxx cos.r x 1 entiers positifs, voyez le 

i n.° 10 . 


r < 2 r ...1 


V 






r ***-** _ i/ r 

J yTx ' V 

—=—A—] o g.<j!—Iog.o = co • 

/ dx(c — a ' x —'“*) 

J-=lo S-a —log.a'. 

Cdxx~ a ' 

J 2 a 

/ dXtC "* 01 ( 

——— j n étant < i , voyez le n. # 20. 


/ 


dx,cos.rx tt 
x* -t-m* 2 m 


f 

f 

f 


xdx.sm.rx tt 

_ —. _ ^ £“" mr 

x 2, -+- m z 2 


, . *P - r -1 

aa.sin.rx «co s.rx 

x % + m x 
xdx^\x\.rx^ 


p etq étant des nombres 
entiers positifs, voyez le 
n.° 22. 



n 3 


LIMITE» 

des intégrales. 


07 = 00 i 




Limites 
des intégrales. 











LIMITES 



.--- r-<j 

sin .rx . cos.rx ; 



p et q étant des 
nombres entiers 
positifs , voyez 
les n. os 34 et 35 . 



dss intégrale». 

07 = 0 , 

o:==cO • 


x 

x 


07=0 , 
07=00 . 





ii 6 


/ 

/ 

/ 

/ 

r 

/ xdx COtSX ____ V 

x* — m % 2 


xdx.ian^.rx _ 


/7j a *+■ X* 

e amr -+- 1 

' xdx.cosècsx 7r./? mr 

m 2 + .ar* 

É îfflr —1 

* xdx.coX.rx 

TT 

m 2, -hx* 

£ imr - 1 

"* xdx.tangrx 

T 

X 2 -/72 1 

Z 


xdx.co séc.rx 


LIMITES 
des intégrales. 


X—O, 

x =00 . 


FAUTES. 




■ V f 


Pag. lign* 

43 . 5 . (ÿ + 3 ) -*- r ' 

8°. i 4 - •*• 7^3— l I+ r + T + T T + J 


9 o. ïi. + j.2 ,3,4.5.5 


(y+4) 

/w4 r4 


CORRECTIONS. 




1 . 2 . 3 . 4 ^ 2 3 ^ 4 / 

■T l 


1.2.3.4.5.5 


v 





